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Bevezet®
A digitális topológia a bináris digitális képek topológiai tulajdonságaival fog-
lalkozik. A legfontosabb kérdése az, hogy az egyes képm¶veletek meg®rzik-e
a topológiát. A bináris képm¶veletek két kitüntetett típusa a redukció és
addíció, melyek rendre csak az objektumpontokat ill. csak a háttérpontokat
módosíthatják.
A vékonyítás mint a vázkijelölés gyakran alkalmazott módszere a t¶zfront-
terjedést szimulálja diszkrét tereken: egy iterációs lépésben az objektum hatá-
ráról távolítja el a törölhet®nek min®sített pontokat és az eljárás addig folyta-
tódik, míg törölhet® pont található a kép redukált objektumain. A vékonyító
eljárásokkal szemben az els®dleges elvárásunk az, hogy a kapott struktúra ®riz-
ze meg a kiindulási kép topológiáját.
Bár egyaránt ismeretesek szekvenciális és párhuzamos vékonyító sémák, a
t¶zfront-terjedés párhuzamos jellege miatt elterjedtebbek a párhuzamos válto-
zatok. Ezekre a topológia-meg®rzés igazolása azonban rendszerint nehezebb,
mint a szekvenciális módszereké. Mivel az algoritmusok egy-egy iterációs lépé-
se egy vagy több redukcióból áll, így kulcsfontosságú annak ellen®rzése, hogy
az adott eljárás valamennyi fázisának redukciója topológiailag korrekt-e.
Redukciók topológia-meg®rzésére korábban többen javasoltak elegend® fel-
tételeket. Azonban ezek csak a négyzet- és a kocka-mozaikon mintavételezett
képekre érvényesek. Addíciókra pedig egyáltalán nem javasoltak még a reduk-
ciókéhoz hasonló kritériumokat. Értekezésemben mind a redukciókra, mind pe-
dig az addíciókra olyan elegend® feltételeket ismertetek, amelyek a háromszög-,
a négyzet-, és a hatszög-mozaikokon mintavételezett képekre egyaránt érvénye-
sek. Bemutatok továbbá néhány hexagonális és trianguláris vékonyító algorit-
must, amelyek az új elegend® feltételeket kombinálják párhuzamos vékonyító
stratégiákkal, így a topológiai korrektségük további bizonyítások nélkül is ga-
rantált.
A vázkijelöl® módszerek további általános problémája az, hogy vázközelí-
téseik számos hamis ágat vagy felszínszegmenst tartalmazhatnak, amelyeket
általában egy utófeldolgozó lépésben távolítanak el. Az utólagos váztisztítás
hátránya az, hogy egyrészt nehéz olyan fontossági mértéket találni, amellyel
megkülönböztethet®k a lényeges és az eltávolítandó részletek, másrészt pedig
megmaradnak az értékes részletek torzulásai is. A dolgozatban bemutatok
egy új megközelítést, ami a vékonyítást kombinálja iterációnkénti kontúrsimí-
tással. A javasolt módszer hasznosságát egy új 3D kontúrsimító algoritmussal
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igazolom számos párhuzamos vékonyító eljárásra.
A szekvenciális vékonyítás egyik nagy el®nye a párhuzamossal szemben az,
hogy lényegesen könnyebb a topológiai korrektség garantálása, hiszen ekkor
egyszerre csak egyetlen pontot törölhetünk. Jellemz® hátránya azonban, hogy
a szekvenciális algoritmusok eredménye függ a határpontok meglátogatásá-
nak sorrendjét®l. A dolgozatban olyan szükséges és elegend® feltételeket is
megadok, amelyekkel ellen®rizhet® az, hogy egy szekvenciális eljárás bejárás-
független-e, azaz a határpontok tetsz®leges sorrendben történ® meglátogatása
mellett ugyanazt az eredményt állítja-e el®. Ismertetek továbbá számos olyan
2D és 3D szekvenciális vékonyító algoritmust is, amelyek bejárás-függetlensége
az említett feltételek segítségével igazolható.
Dolgozatom a következ® felépítést követi: Az 1. fejezetben áttekintem a
digitális topológia alapfogalmait és korábbi eredményeit. A 2. fejezetben a
vázkijelölés és a vékonyítás f®bb módszereit foglalom össze, míg a 3-6. fejeze-
tekben a saját eredményeimet mutatom be. Az els® téziscsoport eredményeit
összegz® 3. fejezet a redukciók és addíciók topológia-meg®rzésének elegend®
feltételeit ismerteti háromszög-, négyzet- és hatszög-mozaikon mintavételezett
képeken. A 4. fejezet néhány vékonyító algoritmus bemutatásával illusztrálja
azt, hogy az új feltételekkel nemcsak a redukciók topológiai korrektsége va-
lidálható, hanem az is, hogy segítségükkel topológiailag korrekt eljárások is
konstruálhatók. A második téziscsoporthoz tartozó 5. fejezetben el®ször egy
topológia-meg®rz® párhuzamos kontúr-simító algoritmust ismertetek, majd be-
mutatok egy új vékonyító sémát, ami a vékonyító eljárásokat iterációnkénti
kontúrsímítással kombinálva, lényegesen kevesebb hamis vonal- és felszínszeg-
menst tartalmazó vázszer¶ alakjellemz®ket generál, mint a hagyományos vé-
konyítás. A 6. fejezetben a bejárás-független szekvenciális vékonyításra vo-
natkozó eredményeimet foglalom össze. Ezen fejezetek után a magyar és az
angol nyelv¶ összegzés következik. Az értekezést a közleményeim és a források
jegyzéke zárja.
1. fejezet
El®zmények a digitális topológia
területén
E fejezetben áttekintést adok a digitális topológia alapfogalmairól, valamint is-
mertetem a topológa-meg®rz® (bináris) képm¶veletekre korábban javasolt ele-
gend® feltételeket.
1.1. Alapfogalmak
1.1.1. Vizsgált rácsok és mozaikok
A 2D és a 3D euklidészi teret uniform mintavételezésekkel szabályos poligo-
nokra, illetve poliéderekre partícionáljuk [13]. 2D-ben csak három, 3D-ben
pedig csak egy szabályos mozaik létezik, vagyis csak a szabályos háromszög,
a négyzet, a szabályos hatszög, ill. a kocka egybevágó példányaival lehetséges
átfedések nélkül és hézagmentesen lefedni a teret [50]. A szabályos mozaikok
poligonjai ill. poliéderei egy-egy képelemet határoznak meg, amelyeket 2D-ben
pixeleknek (picture element), 3D-ben pedig voxeleknek (volume element) neve-
zünk. A teret kitölt® képelemek halmazát a dolgozatban V jelöli. Valamennyi
szabályos mozaikhoz megadható egy-egy duális rács, amelyek rácspontjainak
halmazát a kiindulási mozaik poligonjainak (illetve 3D-ben kockáinak) közép-
pontjai alkotják, 2D-ben az élek az élen osztozó poligonok középpontjait kötik
össze, míg 3D-ben a lapon osztozó kockaközéppontok között futnak. A dolgo-
zatban következetesen a mozaikos ábrázolást alkalmazom 2D-ben, míg a 3D
kocka-mozaik helyett a vele duális rácson illusztrálom a szükséges fogalma-
kat és a vizsgált tulajdonságokat. A konvencionális négyzet- és kocka-mozaik
képelemeinek halmazát S ill. C jelöli, míg a hatszög- és a háromszög-mozaik
pixeleinek halmazát pedig rendre H és T jelöli. A vizsgált mozaikokat és a
velük duális rácsokat az 1.1. ábra szemlélteti.
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1.1. ábra. Szabályos mozaikok és a velük duális rácsok: négyzet-mozaik és
négyzet-rács (a), hatszög-mozaik és háromszög-rács (b), háromszög-mozaik és
hatszög-rács (c), kocka-mozaik és kocka-rács (d).
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1.1.2. Szomszédsági relációk
A digitális topológia alapfogalmai közül el®ször a képelemek közötti szomszéd-
sági relációkat mutatom be. A ﬁgyelembevett 2D mozaikokon mintavételezett
képeken két poligon (pixel) 1-szomszédos ill. 2-szomszédos, ha azok rendre élen
ill. élen vagy csúcson érintkeznek. Ezt a koncepciót követve a 3D kocka-mozaik
(vagyis C) két eleme 1-, 2-, ill. 3-szomszédos, ha két egységkocka rendre lapon,
lapon vagy élen, illetve lapon, élen vagy csúcson osztozik. Minden képelemet
önmagával m-szomszédosnak tekintünk (m = 1, 2, 3), vagyis valamennyi szom-
szédsági reláció reﬂexív. Nyilvánvaló, hogy a fenti relációk szimmetrikusak is.
A p ∈ V képelemmel m-szomszédos elemek halmazára a továbbiakban NVm(p)
jelöléssel hivatkozok, míg a p valódi m-szomszédait az N∗Vm (p) = N
V
m(p) \ {p}
halmaz tartalmazza. A következ®kben áttekintem az egyes mozaikok szom-
szédsági relációinak sajátosságait.
Háromszög-mozaik
A háromszög-mozaik egy eleme 3 további pixellel osztozik élen és 12-vel csú-
cson, lásd 1.2(a) ábra. Ennélfogva (a valódi szomszédok száma alapján) az 1-
és a 2-szomszédságot rendre 3- és a 12-szomszédságnak is szokták említeni [50].
Négyzet- és kocka-mozaik
A négyzet- és kocka-mozaik elemeinek középpontjai a 2D és a 3D euklidészi
terek egész koordinátájú rácspontjai. Az m-szomszédsági relációkat szokásos
még az egyes pontok valódi m-szomszédainak száma alapján elnevezni. Ennél-
fogva 2D-ben az 1- és a 2-szomszédokat rendre 4- ill. 8-szomszédnak, 3D-ben
pedig 6-, 18-, és 26-szomszédoknak is nevezzük [32], lásd az 1.2(b) és az 1.2(d)
ábrákat.
Hatszög-mozaik
A hatszög-mozaik elemei 6 további pixellel osztoznak élen és egyúttal csú-
cson is, így az 1- és a 2-szomszédság egybeesik, lásd az 1.2(c) ábra. A többi
mozaikhoz hasonlóan, a valódi szomszédok száma alapján az 1-szomszédságot
6-szomszédságnak is nevezik [50].
1.1.3. Digitális bináris képek és egység-elemek
Az alábbiakban Kong és Rosenfeld áttekint® munkájának [32] jelöléseit és tár-
gyalásmódját követem. Hasonlóan az alapm¶höz, a számos fogalmat nem szá-
mozott deﬁníciók tucatjaival, hanem a folyó szövegbe ágyazottan mutatom
be.
Legyen Q ⊂ V a képelemek halmazának egy tetsz®leges részhalmaza. A
〈p0, . . . , pt〉 elemsorozat egy p0-ból pt-be vezet® (t-hosszú) m-út Q-ban (m =
1, 2, ha V = S,H, T , és V = C esetén m = 1, 2, 3), ha pi ∈ Q (i =





















1.2. ábra. Szomszédsági relációk a háromszög-mozaikon (a), négyzet-mozaikon
(b), hatszög-mozaikon (c), és a kocka-mozaikkal duális kocka-rácson (d). Az
(a)-(c) ábrákon a p pixel 1-szomszédai a F szimbólumokkal jelölt képele-
mek, a többi pixel a p-nek 2- de nem 1-szomszédja. A (d) ábrán a p pont 1-
szomszédai a 4 szimbólumokkal jelölt pontok. A p 2-, de nem 1-szomszédai
a  jelölés¶ pontok, továbbá p 3-, de nem 2-szomszédai a  szimbólummal
ellátott pontok.
0, ..., t) és pj ∈ NVm(pj−1) (j = 1, ..., t). A Q halmaz két voxele, p és q m-
összefügg®, ha létezik p-b®l q-ba vezet® m-út Q-ban. Könnyen belátható,
hogy az m-összefügg®ségi reláció reﬂexív (mivel a 〈p〉 sorozat deﬁníció sze-
rint egy 0 hosszúságú m-út), szimmetrikus (mivel az m-szomszédsági reláció
szimmetrikus, így valamennyi m-út megfordítása is egy m-út) és tranzitív (mi-
vel két m-út összef¶zésével is egy m-utat kapunk). Az m-összefügg®ség tehát
ekvivalencia-reláció, vagyis megadja a Q halmaznak egy osztályozását, ahol az
ekvivalencia-osztályokat a Q halmaz m-komponenseinek nevezzük [32].
A bináris képek elemei mindössze kett®, a 0 és az 1 értékeket vehetik fel.
Kong és Rosenfeld a digitális bináris képeket a P = (V, k, k, B) rendezett né-
gyessel írta le [32], ahol:
• V a képelemek halmaza,
• B ⊆ V a fekete képelemek halmaza, melynek a B = V \B komplementere
pedig a fehér képelemek halmaza,
• k-összefügg®séget tételezünk fel a B halmazra, vagyis a fekete képele-
mekre,
• k-összefügg®séget veszünk ﬁgyelembe a B halmazra (a fehér képelemek-
re).
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A P = (V, k, k, B) kép inverzén a (V, k, k, V \ B) képet értjük, és ezt a
képet P−1-gyel jelöljük.
Egy (V, k, k, B) képet röviden (V, k, k) képnek is nevezünk.
Fontos megjegyezni, hogy ellentétben a digitális képfeldolgozásban meg-
szokott konvencióval, miszerint a világosabb intenzitásokhoz nagyobb értéket
rendelünk, a digitális topológiában a fekete pontoknak feleltetjük meg az 1
értéket, a fehéreknek pedig a 0-t.
A P digitális kép véges, ha B véges. Digitális bináris képeken a fekete
k-komponenseket objektumoknak nevezzük. A véges képeken lev® egyetlen
végtelen fehér k-komponenst háttérnek nevezzük, a véges fehér k-komponensek
pedig a kép üregei. Egy fekete pont izolált, ha egymaga alkot objektumot. A
p ∈ B képelem határpont a (V, k, k, B) képen, ha p k-szomszédos legalább egy
fehér ponttal (vagyis N∗V
k
(p) ∩ B 6= ∅). Ha egy p ∈ B pont nem határpont,
akkor azt bels® pontnak nevezzük.
A fentiek mellett 3D képeken új topológiai fogalom a lyuk (vagy alagút) [32].
Lyukat tartalmazó objektumként említhet® például a tórusz.
A fekete ill. fehér képelemekre vonatkozó összefügg®ségi relációk meghatá-
rozásánál ﬁgyelembe kell vennünk az ún. Jordan tulajdonságot, mely szerint a
folytonos teret egy egyszer¶ zárt görbe (Jordan-görbe) két komponensre partí-
cionálja (egy küls®re és egy bels®re) oly módon, hogy akárhogyan is választunk
ki egy-egy pontot a küls® és a bels® komponensb®l, azok nem köthet®k össze a
görbe metszése nélkül [50]. Ezen összefüggés diszkrét megfelel®jének kimondá-
sához szükséges bevezetnünk az ún. digitális görbék és zárt görbék fogalmát.
Egy X ponthalmazbeli 〈p0, p1, . . . , pn〉 pontsorozat j-görbe u-ból v-be, ha az
alábbiak teljesülnek rá:
(i) p0 = u, pn = v;
(ii) Bármely i-re teljesül, hogy N∗Vj (pi) = {pi−1, pi+1} (i = 1, . . . , n− 1);
(iii) N∗Vj (p0) = {p1}, N∗Vj (pn) = {pn−1}.
A 〈p0, p1, . . . pn〉 görbét akkor nevezzük zárt görbének, ha p0 = pn.
1.1.1. tulajdonság (Diszkrét Jordan-tulajdonság). [50] A (V, k, k, B) képekre
teljesül a diszkrét Jordan-tulajdonság, ha minden olyan esetben, amikor B zárt
k-görbét alkot, V \ B pontosan kett® k-komponensb®l áll (a háttérb®l és egy
üregb®l).
A Diszkrét Jordan-tulajdonság teljesül a (T , 1, 2), a (T , 2, 1), az (S, 1, 2),
az (S, 2, 1) és a (H, 1, 1) = (H, 2, 2) 2D képekre és valamennyi (C, k, k) képre,
ahol k 6= k (k, k = 1, 2, 3) [32, 50].
A V mozaik azon pontjainak maximális halmazát, melynek bármely két
eleme m-szomszédos, a V mD egység-elemének nevezzük (m = 2, 3). Ha
V = S,H, T , akkor csak 2D, míg V = C esetén 2D és 3D egység-elemekr®l is
beszélhetünk (lásd 1.3 ábra).






















1.3. ábra. 2D egység-elemek a H (a), az S (b), és a T mozaikon (c).







1.4. ábra. Lehetséges 1-szomszédos pixelekb®l álló párok a T , az S és a H
mozaikon. A F-gal jelölt pixelek a párok kitüntetett elemei.
Legyen p és q két n-szomszédos V halmazbeli pixel (n = 1, 2, V = T , S,H),
melyek lehetséges konﬁgurációit az 1.4. és 1.5. ábrák mutatják.
Egy 2D (V, k, k) kép fekete komponensét kis objektumnak nevezzük, ha
azt egy 2D egység-elem tartalmazza, továbbá nem egy pixelb®l és nem kett®
k-szomszédos pixelb®l áll. Hasonlóképpen, kis üregen egy (V, k, k) kép olyan
fehér komponensét értjük, ami egy 2D egység-elembe foglalható, továbbá nem
egy pixelb®l és nem kett® k-szomszédos pixelb®l áll.
Az (V, 2, 1) képek kis objektumainak ill. az (V, 1, 2) képek kis üregeinek
összes lehetséges konﬁgurációja az 1.6-1.8. ábrákon látható, melyeken a F
szimbólummal jelölt képelemet az adott kis objektum ill. kis üreg kitüntetett
elemének nevezzük.
1.2. Topológia-meg®rz® képm¶veletek
A V képpont-halmazon az O képm¶velet egy P (V ) → P (V ) leképezés, ahol
P (V ) a V halmaz hatványhalmazát jelöli. Az O képm¶velet eredményeként a
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1.5. ábra. Lehetséges 2-szomszédos pixelekb®l álló párok a T , az S és a H
mozaikon. A F-gal jelölt pixelek a párok kitüntetett elemei.
(V, k, k, B) képb®l a (V, k, k,O(B)) képet kapjuk. Ha O(B) ⊆ B valamennyi
B ⊆ V halmazra teljesül, akkor az O képm¶velet redukció, ha pedig B ⊆ O(B)
áll fenn minden B ⊆ V -re, akkor O-t addíciónak nevezzük. A redukciók
tehát csak fekete képelemeket, míg az addíciók csak a fehéreket változtathatják
ellentétes szín¶re. El®bbiek átszínezését törlésnek, utóbbiakét pedig kitöltésnek
nevezzük.
Egy redukció topológia-meg®rz®, ha a bemeneti kép bármely objektuma a
kimeneti képnek pontosan egy objektumát tartalmazza, és az eredménykép
valamennyi fehér komponense az input kép pontosan egy fehér komponensét
tartalmazza [32]. 2D redukciók esetén ez konkrétabban az alábbi módon is
megfogalmazható.
1.2.1. kritérium. [31] Az R redukció topológia-meg®rz®, ha valamennyi képre
teljesíti az alábbi feltételeket:
1. R nem szakít szét (kett® vagy több darabra) objektumot.
2. R nem töröl teljesen objektumot.
3. R nem olvaszt össze üreget sem másik üreggel, sem pedig a háttérrel.
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1.6. ábra. (T , 2, 1) képek (ill. (T , 1, 2) képek) 51 lehetséges kis objektuma (ill.
kis ürege). A F szimbólummal jelölt pixelek a kitüntetett elemek.
4. R nem hoz létre új üreget.
Mivel a 3D képeken objektumok és üregek mellett lyukak is megjelenhetnek,
így a 3D redukciók esetén a fenti feltételek mellett az alábbiakat is ﬁgyelembe
kell vennünk [32].
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1.7. ábra. (S, 2, 1) képek (ill. (S, 1, 2) képek) 7 lehetséges kis objektuma (ill.
kis ürege). A F szimbólummal jelölt pixelek a kitüntetett elemek.
F F
1.8. ábra. A (H, 1, 2) = (H, 2, 1) = (H, 1, 1) = (H, 2, 2) képek két lehetséges
kis objektuma ill. kis ürege. A F szimbólummal jelölt pixelek a kitüntetett
elemek.
1.2.2. kritérium. [31] Az R 3D redukció topológia-meg®rz®, ha valamennyi
képre teljesíti az 1.2.1. kritériumban el®írtakat valamint az alábbi feltételeket:
1. R nem olvaszt össze kett® vagy több lyukat.
2. R nem szüntet meg lyukat.
3. R nem hoz létre lyukat.
Egy 2D addíció topológia-meg®rz®, ha az eredeti kép bármely fehér kom-
ponense a kapott képnek pontosan egy fehér komponensét tartalmazza, és az
eredménykép valamennyi objektuma az input kép pontosan egy objektumát
tartalmazza. A topológia-meg®rz® addíciókkal szembeni konkrét elvárások a
fenti kritériumokhoz hasonló módon is megfogalmazhatók, ennek részleteire itt
nem térek ki.
A topológia-meg®rzés vizsgálata az ún. egyszer¶ képelemek fogalmán ala-
pul. Bár a [32]-ban deﬁniált egyszer¶ség csak a fekete képelemek törlésére
vonatkozik, az általánosítható tetsz®leges szín¶ képelemekre is az alábbi mó-
don: a p (fekete vagy fehér) képelem egyszer¶ egy (V, k, k) képen, ha átszínezése
egy topológia-meg®rz® m¶velet (azaz a kép topológiája nem függ p színét®l).
Az egyszer¶ képelemek jellemzésére ill. a topológia korrektség vizsgálatára
korábban csak négyzet- és kocka-mozaikon mintavételezett képeken értelmezett
redukciókra adtak kritériumokat. Az alábbiakban ezeket tekintem át.
1.2.1. tétel. [32] Legyen p ∈ B a (S, k, k, B) ((k, k) = (2, 1), (1, 2)) képnek
egy nem-izolált határpixele. Az alábbi állítások ekvivalensek:
1. p egyszer¶ pixel.
2. p pontosan egy N∗S2 (p) ∩B halmazbeli k-komponenssel k-szomszédos.
3. p pontosan egy NS2 (p) \B halmazbeli k-komponenssel k-szomszédos.









1.9. ábra. Példák egyszer¶ (a) és nem-egyszer¶ (b-d) pontokra (S, 2, 1) képe-
ken. A (b-d) ábrákon p törlésével rendre az alábbi jelenségek lépnek fel: egy
objektum két részre szakad (nem teljesül az 1.2.1. tétel 2. és 3. feltétele), egy új
üreg keletkezik (bels® pixelt törlünk), objektumot törlünk (ismét sérül az 1.2.1.
tétel 2. és 3. feltétele).
Az 1.2.1. tétel szerint az egyszer¶ség (S, 2, 1, B) képeken eldönthet® a kér-
déses pixel 3 × 3as lokális környezetének vizsgálatával. Az 1.9. ábra néhány
egyszer¶ és nem egyszer¶ pixelre mutat példát.
A (C, 3, 1) képek egyszer¶ voxeleinek jellemzésére Bertrand és Malandain
eredményét ismertetem.
1.2.2. tétel. [5] A p ∈ B voxel akkor és csak akkor egyszer¶ a (C, 3, 1, B)
képen, ha az alábbi három feltétel teljesül:
1. A p voxel határpont (vagyis N∗C1 (p) ∩B 6= ∅).
2. Pontosan egy fekete 3-komponens található az N∗C3 (p) ∩B halmazban.
3. A p voxel bármely két fehér 1-szomszédja 1-összefügg® az N∗C2 (p) ∩ B
halmazban.
Az 1.2.2. tétel szerint a (C, 3, 1) képeken egy voxel egyszer¶sége eldönthet®
a kérdéses voxel 3 × 3 × 3as lokális környezete alapján. Egyszer¶ és nem
egyszer¶ voxelekre az 1.10. ábra ad néhány példát.
1.2.1. megjegyzés. Az egyszer¶ség lokális voltát az ortogonális képrácsokra
(és a velük duális mozaikokra) tetsz®leges dimenziókra bizonyították [48]-ban.
Az (S, 1, 2) és a (C, 1, 3) képeken a képelemek egyszer¶sége az (S, 2, 1)
és a (C, 3, 1) esetekre visszavezetve ellen®rizhet® az alábbi dualitási szabály
segítségével.
1.2.3. tétel. [31] A p ∈ B képelem az (S, 1, 2, B) ill. a (C, 1, 3, B) képen
egyszer¶ akkor és csak akkor, ha p egyszer¶ képelem az (S, 2, 1,S \ B) ill. a
(C, 3, 1, C \B) képen.
Egyetlen egyszer¶ képelem törlése  deﬁníció szerint  topológia-meg®rz®
redukció, azonban több elemet tartalmazó képelem-halmazok törlésénél a to-
pológiai korrektség nem mindig áll fenn. Gondoljunk például egy 2 × 2es





































1.10. ábra. Példák egyszer¶ (a) és nem-egyszer¶ (b-d) pontokra (C, 3, 1) képe-
ken. A (b-d) ábrákon p törlésével rendre az alábbi jelenségek lépnek fel: egy
objektum két részre szakad (1.2.2. tétel 2. feltétele nem teljesül), egy új üreg
keletkezik (1.2.2. tétel 1. feltétele sérül), új lyuk keletkezik (a (d) konﬁguráció
az 1.2.2. tétel 3. feltételét nem elégíti ki)
négyzet alakú objektumot tartalmazó (S, 2, 1) vagy (S, 1, 2) képre: ezen fekete
kompononensnek mind a négy pixele egyszer¶, ám e pontok törlésével egy-
ben egy objektumot is eltávolítunk a képr®l, amely sérti az 1.2.1. kritérium
2. feltételét. A redukciók topológia-meg®rzésére változatos elegend® (de nem
szükséges) feltételeket fogalmaztak meg [2, 31,40,68,73].
Ezen eredmények áttekintése el®tt tisztáznunk kell az egyszer¶ halmazok
fogalmát. Mivel ezt a kés®bbiekben addíciók kapcsán is használni fogjuk, így
a [40]-ben a redukciókra bevezetett egyszer¶ halmaz fogalom olyan változatát
adjuk meg, hogy az tetsz®leges képm¶veletre is értelmezhet® legyen. Az S ⊂
V képelem-halmaz egyszer¶ halmaz a P = (V, k, k, B) képen, ha létezik S
elemeinek egy olyan 〈p1, p2, . . . , pt〉 sorozata, hogy p1 egyszer¶ a P képen, és
pi egyszer¶ azon a képen, amelyet úgy kapunk, hogy a P képen átszínezzük
a {p1, p2, . . . , pi−1} halmaz elemeit (i = 2, . . . , t). Az üres képelem-halmaz 
deﬁníció szerint  egyszer¶.
Az egyszer¶- és a nem-egyszer¶ halmazok közötti különbséget az 1.11. ábra
példái szemléltetik. Az 1.11(a) ábrán a {p, q, r} halmaz egyszer¶, hiszen példá-
ul a 〈p, r, q〉 sorozat megfelel az egyszer¶ halmaz deﬁníciójában megfogalmazott
feltételnek. Ugyanez a halmaz azonban az 1.11(b) ábrán már nem-egyszer¶,
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(a) (b)
1.11. ábra. Példa egyszer¶ (a) és nem-egyszer¶ (b) {p, q, r} halmazra
mert a p, q, és r pixelek valamennyi lehetséges sorrendjének megfelel® sorozata
sérti az el®bbi deﬁnícióban szerepl® feltételt. Az alábbi összefüggés rámutat
az egyszer¶ halmazok kulcsszerepére a topológia-meg®rzésében.
1.2.4. tétel. [31] Egy redukció akkor és csakis akkor topológia-meg®rz®, ha
bármely képre az általa törölt képelemek halmaza egyszer¶.
1.2.2. megjegyzés. Az egyszer¶ halmazok deﬁníciója szerint könnyen belát-
ható az, hogy az 1.2.4. tétel elegend® feltétele egyben szükséges is a topológia-
meg®rzéshez. Továbbá a fenti tétel az egyszer¶ halmazok általánosabb deﬁní-
ciója mellett nem csak redukciókra, hanem tetsz®leges képm¶veletre megfogal-
mazható (ha a törölt képelemek helyett átszínezett képelemekr®l beszélünk).
Ronse (S, 2, 1) és az (S, 1, 2) képekre dolgozott ki elegend® feltételeket.
1.2.5. tétel. [40,73] AZR redukció topológia-meg®rz®, ha valamennyi (S, k, k)
képre ((k, k) = (2, 1), (1, 2)) teljesülnek az alábbi feltételek.
1. Valamennyi R által törölt pixel egyszer¶.
2. Valamennyi R által törölt, egymással k-szomszédos pixelpár (lásd az 1.4
ill. az 1.5. ábrákat) egyszer¶ halmazt alkot.
3. Ha (k, k) = (2, 1), akkor R nem töröl teljesen egyetlen kis objektumot
sem (lásd az 1.7. ábrát).
Ma hasonló feltételeket dolgozott ki a (C, 3, 1) és a (C, 1, 3) képek redukció-
ira. Eredményei ismertetése el®tt egy további deﬁníció bevezetése szükséges: a
C mozaikon a három, egymással páronként 2-szomszédos de nem 1-szomszédos
voxelb®l álló halmazt átlós háromszögnek nevezzük.
1.2.6. tétel. [40] Az R redukció topológia-meg®rz®, ha tetsz®leges (C, 3, 1, B)
képre teljesülnek az alábbi feltételek.
1. Valamennyi R által törölt 2D egység-elembe foglalható voxelhalmaz egy-
szer¶.
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1.12. ábra. Az egység-négyzetbe befoglalható lehetséges objektumok. A F
szimbólummal jelölt pixelek az objektumok kitüntetett elemei.
2. R nem töröl teljesen egyetlen 3D egység-elembe foglalható objektumot
sem.
1.2.7. tétel. [40] Az R redukció topológia-meg®rz®, ha tetsz®leges (C, 1, 3)
képre teljesülnek az alábbi feltételek.
1. Bármely R által törölt voxelekb®l álló legfeljebb két elem¶ halmaz egysze-
r¶.
2. Bármely R által törölt, átlós háromszögbe foglalható halmaz egyszer¶.
A 1.2.5-1.2.7. tételek csupán elegend® (de nem szükséges) feltételeket fo-
galmaznak meg, amelyek a törölt képelemek bizonyos konﬁgurációit vizsgál-
ják. Az említett tételek ezért csupán a redukciók topológia-meg®rz® voltának
igazolására alkalmazhatók. Németh és Palágyi számos olyan elegend® felté-
telt dolgozott ki, amelyek a korábbiakkal szemben egyedi képelemek törlését
vizsgálják, ezáltal nem csupán redukciók topológia-meg®rzése validálható a se-
gítségükkel, hanem topológiailag korrekt párhuzamos vékonyító algoritmusok
is származtathatóak bel®lük [53, 55, 59, 60, 61, 69]. Feltételeiket két csoportba,
az ún. szimmetrikusba és aszimmetrikusba sorolták: a szimmetrikusak nem
tüntetik ki bizonyos pontkonﬁgurációk valamely elemét, míg az aszimmetriku-
sak igen. Alább kett®-kett® eredmény szerepel 2D és 3D redukciókra, közülük
az 1.2.8. és az 1.2.10. tételek szimmetrikusak, az 1.2.9. és az 1.2.11. tételek
aszimmetrikusak. A 3D esetekre vonatkozó tételek az ún. kiterjedt kis objek-
tumok fogalmát is használják: egy (C, 3, 1) kép valamely objektuma kiterjedt
kis objektum, ha befoglalható egy 3D egység-elembe, de nem foglalható be
egyetlen 2D egység-elembe sem.
1.2.8. tétel. [59, 61] Az R redukció topológia-meg®rz®, ha tetsz®leges
(S, 2, 1, B) képre és annak bármely R által törölt p ∈ B pixelére teljesül az
alábbi három feltétel:
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1. p egyszer¶ pixel az (S, 2, 1, B) képen.
2. Valamennyi q ∈ N∗S1 (p)∩B egyszer¶ pixelre p egyszer¶ az (S, 2, 1, B\{q})
képen, vagy q egyszer¶ az (S, 2, 1, B \ {p}) képen.
3. A p pixel nem eleme az 1.12. ábrán látható egyik objektumnak sem.
1.2.9. tétel. [55, 60] Az R redukció topológia-meg®rz®, ha tetsz®leges
(S, 2, 1, B) képre és annak bármely R által törölt p ∈ B pixelére teljesül az
alábbi három feltétel:
1. p egyszer¶ pixel az (S, 2, 1, B) képen.
2. Bármely q ∈ N∗S1 (p) ∩B egyszer¶ pixelre p egyszer¶ az (S, 2, 1, B \ {q})
képen, vagy q egyszer¶ az (S, 2, 1, B \ {p}) képen vagy q az 1.4. ábra
valamely konﬁgurációjában a kitüntetett elem.
3. A p pixel nem a F szimbólummal jelölt eleme az 1.12. ábrán látható
egyik objektumnak sem.
1.2.10. tétel. [69] Az R redukció topológia-meg®rz®, ha tetsz®leges P =
(C, 3, 1, B) képre és annak bármely R által törölt p ∈ B voxelére teljesülnek
az alábbi feltételek:
1. Valamennyi olyan egyszer¶ voxelekb®l álló Q ⊆ B halmazra, mely tartal-
mazza p-t és része egy 2D egység-elemnek, p egyszer¶ a (C, 3, 1, (B\Q)∪p)
képen.
2. A p pixel nem eleme egyetlen kiterjedt kis objektumnak sem.
1.2.11. tétel. [53] Az R redukció topológia-meg®rz®, ha tetsz®leges P =
(C, 3, 1, B) képre és annak bármely R által törölt p ∈ B voxelére teljesülnek
az alábbi feltételek:
1. Valamennyi olyan egyszer¶ voxelekb®l álló Q ⊆ B halmazra, melynek p
a legkisebb eleme a pontkoordináták lexikograﬁkus rendezése szerint a C-
vel duális Z3 rácson és része egy egység-négyzetnek, p egyszer¶ voxel a
(C, 3, 1, (B \Q) ∪ {p}) képen.
2. A p voxel egyetlen kiterjedt objektumnak sem a legkisebb eleme a pontko-
ordináták lexikograﬁkus rendezése szerint a C-vel duális Z3 rácson.
2. fejezet
A váz fogalma és a vázkijelölés
módszerei
Az alábbiakban bemutatom a folytonos vázat és a digitális képeken a vázki-
jelöléssel szemben támasztott elvárásokat. Az általános vázkijelöl® eljárások
közül részletesen kitérek a vékonyításra, amely jelen dolgozat középpontjában
áll.
2.1. A váz és a vázkijelölés
A váz fogalmát Blum vezette be, mint a középtengely-transzformáció (medial-
axis transform, MAT) eredményét [6]. Ezen eljárás során az objektumok min-
den egyes pontjához megkeressük a hozzá legközelebb es® határponto(ka)t.
Ha valamely bels® ponthoz egynél több legközelebbi határpontot találunk, ak-
kor az illet® pont a vázhoz tartozik. A vázra Blum egy szemléletes deﬁníciót
is adott a prérit¶z-hasonlattal: ha az objektum határának minden pontjában
egyszerre tüzet gyújtunk, és a t¶zfrontok minden irányban egyenletes sebes-
séggel terjednek, akkor a váz azon pontok mértani helye, ahol a t¶zfrontok
találkoznak és kioltják egymást.
Calabi a vázat formálisan deﬁniálta tetsz®leges dimenzióra az objektum-
ba beírható maximális hipergömbök középpontjainak halmazaként [7]. Egy
hipergömb az objektumba beírható, ha részhalmaza az objektumnak, vala-
mint maximális is, ha nem foglalható egyetlen más beírható hipergömbbe sem.
Mivel a hipergömbök (2D-ben a körlapok, 3D-ben a gömbök) értelmezettek
tetsz®leges dimenzióban, így a váz is deﬁniálható tetsz®leges dimenzióban.
Könnyen belátható, hogy a fenti három deﬁníció ugyanazt a struktúrát írja
le.
Diszkrét esetben a (folytonos) váz helyett az ún. vázszer¶ jellemz®k meg-
határozása a cél. A 2D objektumok két vázszer¶ alakjellemz®je a középvonal
és a topológiai mag. A középvonal a folytonos váz közelítésére szolgál, míg egy
topológiai mag topológia-meg®rz® redukcióval áll el® a kiindulási objektumból
és nem tartalmaz egyszer¶ pontot. 3D esetben ezek mellett további ilyen alak-
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jellemz® a középfelszín is, ami a folytonos 3D vázat közelíti, mivel a 3D vázak
2D felszín-szegmenseket is tartalmazhatnak.
A vázkijelölés digitális képek objektumaira határoz meg vázszer¶ jellem-
z®ket. Az alábbi négy f® elvárást fogalmazták meg a vázkijelöl® eljárásokkal
szemben.
• Legfontosabb a topológia meg®rzése, azaz a vázszer¶ jellemz®nek topo-
lógikusan ekvivalensnek kell lennie a kiindulási objektummal.
• A vázkijelöl® eljárásnak ideális esetben 1 pixel/voxel vékony struktúrát
kell eredményeznie.
• A váznak az objektum közepén kell elhelyezkednie.
• Végül teljesülnie kell az ún. gyengített izotrópia-kritériumnak, mely sze-
rint a vázkijelöl® eljárásnak invariánsak kell lennie a 90, 180 és 270 fokos
elforgatásokra.
Megjegyzem, hogy fenti elvárások egymás ellen hatnak. Például egy páros
pixel oldalhosszúságú négyzetben nincs középs® képelem, ezért a középen való
elhelyezkedés sérül. Továbbá például egy páros pixel magasságú téglalap 1 pi-
xel vékony középvonalában a vízszintes szegmens a téglalap alsó és fels® határa
közül az egyikhez 1 pixellel közelebb esik, így ekkor nyilván a 180 fokos forga-
tási invariancia nem teljesülhet. Az elvárások valamennyi ellentmondásának
feltárása túlfeszítené a dolgozat kereteit.
A vázszer¶ jellemz®k kinyerésére javasolt algoritmusok többsége távolság-
transzformáción, Voronoi-diagramon vagy vékonyításon alapul. Ezekr®l a tech-
nikákról és számos egyéb vázkijelöl® módszerr®l részletes áttekintést nyújt a
Siddiqi és Pizer által szerkesztett kézikönyv [77]. Dolgozatomban csak a vé-
konyítást tárgyalom, mivel az a leggyorsabb vázkijelöl® technika, alkalmas va-
lamennyi vázszer¶ jellemz® meghatározására és számos alkalmazás igényeit
kielégít® jellemz®ket képes produkálni.
2.2. Vékonyítás
A vékonyítás (mint a leggyakrabban alkalmazott vázkijelöl® módszer) iteratív
objektum-redukció, melynek egy lépésében az aktuális objektum határpontjai
közül a törölhet®nek min®sítetteket távolítjuk el. Az eljárás terminál, ha az
objektumon már nincs több törölhet® pont. A vékonyító algoritmusok a pon-
tok törölhet®ségét azok egy lokális környezete, a vizsgált környezet (support)
alapján döntik el [16]. A törlési feltételekt®l függ®en különböz® vázszer¶ jel-
lemz®ket kaphatunk. Ha ezen kritériumok csupán a topológia-meg®rzést bizto-
sítják, akkor a vékonyító algoritmus a bemeneti objektumok topológiai magját
állítja el®. Ez esetben redukciós zsugorításról beszélünk [17]. Ha a törlési fel-
tételekbe bizonyos geometriai kényszerfeltételeket is beépítünk, úgy 2D és 3D
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képek esetén középvonalhoz, valamint az utóbbiaknál középfelszínhez is jutha-
tunk. Ehhez hagyományosan olyan kényszerfeltételek használatosak, amelyek
meg®rzik az objektumok vonal- ill. felszín-végpontjait. Végpontok alatt olyan
egyszer¶ pontokat értünk, amelyek valamilyen releváns geometriai információt
hordoznak. Mivel a topológia-meg®rzés miatt a végpontoknak kapcsolódnia
kell a középvonalhoz ill. a középfelszínhez, így azok megjelenése a vékonyítás
valamely fázisában szükségképpen egy-egy szegmenst eredményez a vázszer¶
jellemz®n. A hagyományostól eltér® vékonyító stratégiát javasolt Bertrand és
Couprie [4], akik geometriai kényszerfeltételként a végpontok levédése helyett
az ún. sz¶kületi pontok megtartását javasolták. Ezen kitüntetett képelemek,
szemben az egyszer¶ végpontokkal, bizonyos nem-egyszer¶ határpontok kö-
zül kerülnek ki, és a vékonyítás hátralév® fázisaiban már nem törölhet®k, így
elemei lesznek a kapott vázszer¶ jellemz®nek.
Attól függ®en, hogy egyszerre egy vagy több határpont törlésér®l döntünk,
megkülönböztethetünk szekvenciális és párhuzamos vékonyító technikákat [16,
79]. Az alábbiakban ezen sémák jellemz®it foglaljuk össze.
2.2.1. Szekvenciális vékonyítás
A szekvenciális vékonyító algoritmusok el®re meghatározott sorrendben járják
be és törlik a feltételeiket kielégít® határpontokat. Bár a határpontok meg-
látogatása többféle bejárási sorrendben is történhet, a szekvenciális vékonyító
eljárások általánosan felírhatók a 2.1. algoritmus szerinti sémában [79]. A vé-
konyítás els® fázisában az algoritmusok megjelölik a határpontokat az aktuális
képen. A második fázisban csak ezen megjelölt pontokat látogatják meg ismét,
és az aktuálisan ellen®rzött pontot törlik, ha az teljesíti a törlési feltételt. A
hagyományos szekvenciális vékonyító algoritmusok érzékenyek a pontok bejá-
rási sorrendjére. Az ún. bejárás-független szekvenciális technikák  amelyekkel
a 6. fejezet foglalkozik,  kiküszöbölik ezt a problémát.
2.2.2. Párhuzamos vékonyítás
Mivel a t¶zfrontok terjedése párhuzamos folyamat, így a javasolt vékonyító
algoritmusok többsége is párhuzamos. Ezen algoritmusok három f® változatát
különböztethetjük meg: a teljesen párhuzamos, az irány-alapú, ill. az alme-
z® alapú eljárásokat [16]. A párhuzamos vékonyító stratégiák bemutatásakor
2D esetén a négyzet-mozaikot, 3D-nél pedig a kocka-mozaikot tételeztem fel.
A dolgozat eredményeihez tartozó háromszög- és hatszög-mozaikokon dolgozó
algoritmusokat a 4. fejezetben mutatom be.
Teljesen párhuzamos algoritmusok
A párhuzamos módszerek közül a teljesen párhuzamos vékonyító technika se-
matizálható a legegyszer¶bben (lásd 2.2. algoritmus): az ezen stratégiát követ®
algoritmusok egy iterációs lépése során mindössze egyetlen redukció hajtódik
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2.1. algoritmus. A szekvenciális vékonyítás.
1: Input: a (V, k, k,X) kép
2: Output: a (V, k, k, Y ) kép
3: Y = X
4: repeat
5: // egy iterációs lépés
6: // els® fázis: kontúr-követés
7: deleted = false
8: S = { p | p ∈ Y egyszer¶ képelem }
9: // második fázis: redukció
10: for all p ∈ S do
11: if p az Y halmaz törölhet® eleme then
12: Y = Y \ {p}
13: deleted = true
14: until deleted = false
végre, melynek során valamennyi törölhet®nek min®sül® képelem egyidej¶leg
törl®dik [16]. A topológiai korrektség biztosítása ekkor igen nagy körülte-
kintést igényel, hiszen egy redukció akkor sem feltétlenül topológia-meg®rz®,
ha csupán egyszer¶ pontokat töröl. Például egy 2-pixel vastagságú vízszin-
tes egyenesnek bármely pixele egyszer¶, de ha ezeket egyidej¶leg törölnénk, a
teljes objektumot eltüntetnénk. Rosenfeld rámutatott arra, hogy nem konst-
ruálható 2D képeken olyan teljesen párhuzamos zsugorító algoritmus, aminek
a törlési szabálya csupán a pixelek 3×3as környezetét vizsgálja [74]. Hasonló
tulajdonság igazolható 3D-ben a 3× 3× 3as vizsgált környezetre. Egy lehet-
séges megoldás lehet tehát az, ha a 3×3asnál (vagy 3×3×3asnál) nagyobb
vizsgált környezetet határozunk meg. Az ezen elgondolást követ® 2D teljesen
párhuzamos vékonyító algoritmusok vizsgált környezetének mérete rendszerint
nem nagyobb az 5×5ösnél [15,46,47,75,83], míg a 3D teljesen párhuzamos vé-
konyító eljárásokhoz az 5×5×5öst nem meghaladó méret¶ vizsgált környezet
tartozik [38, 41,42,64,82].
2.2. algoritmus. A teljesen párhuzamos vékonyítás.
1: Input: a (V, k, k,X) kép
2: Output: a (V, k, k, Y ) kép
3: Y = X
4: repeat
5: // egy iterációs lépés
6: D = { p | p az Y halmaz törölhet® képeleme }
7: Y = Y \D
8: until D = ∅
A teljesen párhuzamos algoritmusok tehát az egyszer¶ség eldöntésénél b®-
vebb vizsgált környezetet igényelnek, így a törlési feltételeket megadó Boole-
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függvények sokváltozósak, így id®igényes a kiértékelésük és 3D-ben nem is
tárolhatók keres®táblákban. Ezt a hátrányt hivatottak kiküszöbölni olyan stra-
tégiák, amelyek a vékonyítás egy-egy iterációját több aliterációra bontják. Az
egyes aliterációk egy-egy olyan kisebb (többnyire 3×3as ill. 3×3×3as) vizs-
gált környezettel dolgozó redukció végrehajtását jelentik, amire a topológia-
meg®rzés már egyszer¶bben garantálható. A következ®kben tárgyalásra kerül®
két megközelítés ilyen elven alapul.
Irány-alapú algoritmusok
Az irány-alapú eljárások egyes aliterációiban csak adott irányú határponto-
kat ellen®rzünk. Egy iterációs lépés során egymást követ®en l ≥ 2 redukciót
alkalmazunk, melyek szekvenciáját az algoritmusra jellemz® 〈d1, . . . , dl〉 tör-
lési irány-sorozat határozza meg (lásd 2.3. algoritmus) [16]. (S, 2, 1) képeken
négy, a (C, 3, 1) képeken pedig hat f® irányt különböztetünk meg a 2.1. ábrán
látható módon, ahol N∗S1 (p) elemeit az N,E, S és W , N
∗C
1 (p) elemeit pedig
az az N,S,W,E, U,D bet¶kkel jelöltük. A p objektumpont N-határpixel egy
(S, 2, 1) képen, ha az N -nel jelölt 1-szomszédja fehér (lásd 2.1(a) ábra). Az
S-, a W - és az E-határpixelek is hasonlóan deﬁniálhatók. Továbbá a p fekete
pixel NE-határpixel, ha az N vagy az E szomszédja fehér (lásd 2.1. ábra).
Az NW -, az SE- és az SW -határpixelek az el®bbivel analóg módon deﬁniál-
hatók. Az (S, 2, 1) képekhez hasonlóan kategorizálhatjuk a különböz® típusú
határvoxeleket a (C, 3, 1) képeken is.
2.3. algoritmus. Irány-alapú l-aliterációs vékonyítás.
1: Input: a (V, k, k,X) kép és a törlési irányok egy 〈d1, . . . , dl〉 sorozata
2: Output: a (V, k, k, Y ) kép
3: Y = X
4: repeat
5: // egy iteráció
6: D = ∅
7: for i = 1 to l do
8: // egy aliteráció
9: Di = {p | p di-határelem és az Y halmaz törölhet® eleme }
10: Y = Y \Di
11: D = D ∪Di
12: until D = ∅
Legegyszer¶bb esetben minden aliterációhoz hozzárendelhetünk egy-egy f®-
irányt. A törlési irányok sorozata ekkor 2D-ben 〈N,S,W,E〉, 3D-ben pedig
〈N,S,W,E, U,D〉 (vagy ezek valamely permutációja), azaz adott aliteráció so-
rán csak az aktuális irány szerinti határpixelek törlését engedélyezzük, eképpen
2D-ben 4-, 3D-ben pedig 6-irányú vékonyító algoritmusokhoz jutunk. (Meg-
jegyezzük, hogy a vékonyítás eredménye függ a törlési irányok sorrendjének
megválasztásától.)
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Az el®bbiekt®l eltér® módon is szervezhetjük az eljárás egy iterációs lépését,
nevezetesen ha egy-egy aliterációban kett® (ill. 3D-ben akár három) irányból is
megengedjük a határpontok törlését. Eképpen 2D-ben 2-, és 8-aliterációs, 3D-
ben pedig 3-, 8-, és 12-aliterációs változatokat is javasoltak. A 2-aliterációs 2D
algoritmusoknál az 〈NE,SW 〉 és 〈NW,SE〉 [8,14,39,85], valamint 8-aliterációs
algoritmusoknál az 〈N, NE, E, SE, S, SW, W, NW 〉 [46,47] a törlési irányok
leggyakrabban alkalmazott sorrendje. 3D-ben 3-aliterációs algoritmusok esetén
a törlési irányok az 〈UD,NS,EW 〉 sorrendet követik [62,63,65], a 6-aliterációs
változatoknál az 〈U, D, N, E, S, W 〉 sorrendet javasolták [1, 12, 33, 35, 37,
51, 66, 81], a 8 fázisból álló algoritmusokban az 〈USW, DNE, USE, DNW,
UNE, DSW, UNW, DSE〉 [67], míg a 12 irányból törl® algoritmusoknál 〈US,
NE, WD, ES, UW, ND, SW, UN, ED, NW, UE, SD〉 séma szerint követik
egymást a törlési irányok [34, 36, 68]. Az aliterációs vékonyító algoritmusok
minden aliterációjukban más és más törlési szabályt alkalmaznak, de azok
Boole-függvényei megkaphatók egymásból a változóik alkalmas permutációival.














2.1. ábra. A f® irányok, amelyek megfeleltethet®k az S négyzetmozaikon (a) és
a C kockamozaikonon (b) a p képelem 1-szomszédainak.
Almez®-alapú algoritmusok
Az almez®-alapú stratégia a képelemek V halmazának diszjunkt részhalma-
zokra, ún. almez®kre történ® particionálásán alapul, ahol a t almez®b®l az
i-ediket jelölje SF Vt (i) (i = 0, 1, . . . , t− 1; t ≥ 2). Az ezen elven m¶köd® algo-
ritmusok egy iterációs lépése során az almez®ket egymás után aktiváljuk, és az
adott aliterációban csak az aktív almez®be es® pontokat vizsgáljuk. Általános
sémájukat a 2.4. algoritmus foglalja össze [16].
(S, 2, 1) képekre 2-almez®s [11, 14] valamint 4-almez®s algoritmusokat [52,
71] javasoltak, míg (C, 3, 1) képeken az almez®k száma jellemz®en kett® [43,44],
négy [45], ill. nyolc [3].
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2.4. algoritmus. Almez®-alapú vékonyítás t almez®vel
1: Input: a (V, k, k,X) kép
2: Output: a (V, k, k, Y ) kép
3: Y = X
4: repeat
5: // egy iteráció
6: D = ∅
7: for i = 0 to t− 1 do
8: // egy aliteráció
9: Di = {p | p az SF Vt (i) ∩ Y halmaz törölhet® eleme }
10: Y = Y \Di
11: D = D ∪Di
12: until D = ∅
Az S négyzetmozaik SF St (i) (t = 2, 4; i = 0, . . . , t − 1) almez®it és a C
kockamozaik partícionálását az SF Ct (i) (t = 2, 4, 8; i = 0, . . . , t− 1) almez®kre
az alábbi formulákkal írjuk le a duális rácsok pontkoordinátái segítségével:
SF S2 (i) = { (x, y) ∈ Z2 | (x+ y) mod 2 = i }
SF S4 (i) = { (x, y) ∈ Z2 | 2(y mod 2) + x mod 2 = i }
SF C2 (i) = { (x, y, z) ∈ Z3 | (x+ y + z) mod 2 = i}
SF C4 (i) = { (x, y, z) ∈ Z3 | 2((z + y) mod 2) + (y + x) mod 2 = i }
SF C8 (i) = { (x, y, z) ∈ Z3 | 4(z mod 2) + 2(y mod 2) + x mod 2 = i }
Az almez®s felbontásnak köszönhet®en az aktív almez®be es® objektum-
pontok néhány vagy összes szomszédja védett marad a törléssel szemben az
aktuális aliterációban, ami megkönnyíti a topológiai korrektség biztosítását.
Minél nagyobb az almez®k száma, annál több olyan kritérium teljesülése garan-
tált, amelyet a topológiai korrektség megkíván. A létez® almez®s algoritmusok
egyetlen (globális) törlési szabállyal operálnak.
2.2.3. Sz¶kületi pontok megtartásán alapuló vékonyítás
Mind a szekvenciális, mind a párhuzamos vékonyításra létezik az el®z® két
alfejezetben bemutatottaktól eltér® megközelítés, amit Bertrand és Couprie
javasolt az ún. sz¶kületi pontok összegy¶jtésével [4] .
A vékonyítás adott fázisában a sz¶kületi pontnak min®sített képelemek egy,
a meg®rzend® képelemek halmazába kerülnek, és azok törölhet®ségét a kés®bbi-
ekben sem vizsgálják. Így valamennyi sz¶kületi pont eleme lesz az eredményül
kapott vázszer¶ jellemz®nek. Itt csak a szekvenciális és teljesen párhuzamos
eljárások ezen változatát mutatom be a 2.5. és a 2.6. algoritmusokkal, de az
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irány- és almez®-alapú megközelítésekre is hasonló módon írhatóak fel a sz¶-
kületi pont-alapú variánsok. Bár az alább bemutatott két algoritmus elején a
sz¶kületi pontok I halmaza üres, azt úgy is inicializálhatjuk, hogy az a véko-
nyítást megel®z®en kigy¶jtött jellemz®-pontokat tartalmazza.
2.5. algoritmus. Sz¶kületi pontokat gy¶jt® szekvenciális vékonyítás.
1: Input: a (V, k, k,X) kép
2: Output: a (V, k, k, Y ) kép
3: Y = X
4: I = ∅
5: S = ∅
6: repeat
7: // els® fázis: kontúr-követés
8: for all p ∈ Y \ I do
9: if p egyszer¶ pont az Y halmazon then
10: S = S ∪ {p}
11: else if p sz¶kületi pont az Y halmazon then
12: I = I ∪ {p}
13: // második fázis: redukció
14: deleted = false
15: for all p ∈ S do
16: if p törölhet® then
17: Y = Y \ {p}
18: deleted = true
19: until deleted = false
2.6. algoritmus. Sz¶kületi pontokat gy¶jt® teljesen párhuzamos vékonyítás.
1: Input: a (V, k, k,X) kép
2: Output: a (V, k, k, Y ) kép
3: Y = X
4: I = ∅
5: repeat
6: // egy iterációs lépés
7: I = I ∪ { p | p ∈ Y \ I és p sz¶kületi pont }
8: D = { p | p ∈ Y \ I és p törölhet® }
9: Y = Y \D
10: until D = ∅
3. fejezet
Topológia-meg®rz® képm¶veletek
Az 1.2. fejezetben tárgyalt kritériumok az S és a C mozaikokon mintavéte-
lezett képekre szorítkoznak. Jelen fejezetben az egyszer¶ség jellemzésére ill.
a redukciók topológiai korrektségének vizsgálatára vonatkozó azon, általunk
javasolt kritériumokat foglalom össze, amelyek a H vagy a T mozaikon minta-
vételezett képeket feltételeznek. Ezeknek 2D-ben megadom egy-egy általános,
mozaiktípustól független változatát is. A fejezet utolsó részében az addíciók
topológia-meg®rzésével foglalkozom.
3.1. Egyszer¶ pixelek jellemzése
Az (S, 2, 1) képeken az egyszer¶séget jellemz® 1.2.1. és 3.1.2. tételekhez hasonló
összefüggéseket dolgoztunk ki a (H, 1, 1), a (T , 2, 1) és a (T , 1, 2) képekre. Ezek
bemutatása után a kritériumokat általános formában is be fogom bizonyítani.
3.1.1. Egyszer¶ pixelek (H, 1, 1) képeken
A (H, 1, 1) képekre az 1.2.1. tétel alábbi változata érvényes.
3.1.1. tétel. [23, 24] Legyen p ∈ B a (H, 1, 1, B) képnek egy nem-izolált ha-
tárpixele. Az alábbi állítások ekvivalensek:
1. p egyszer¶ pixel.
2. p pontosan egy N∗H1 (p) ∩B halmazbeli 1-komponenssel 1-szomszédos.
3. p pontosan egy NH1 (p) \B halmazbeli 1-komponenssel 1-szomszédos.
Az alábbiakban az egyszer¶ képelemeknek a fentiekt®l eltér® jellemzését is-
mertetem, mely a Kong által bevezetett csatolt halmaz fogalmán alapul, és a
pixelek egyszer¶ségét (mint diszkrét képeken eldöntend® tulajdonságot) folyto-
nos halmazok összefügg®ségére vezeti vissza [31]. Bár a szerz® 2D esetben csak
a négyzet-mozaikra vezette be modelljét, az kiterjeszthet® úgy, hogy a jelen fe-
jezetben tárgyalt H és T mozaikokra is érvényes legyen. Ennek ismertetéséhez
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azonban további fogalmak bevezetése szükséges. Egy pixel határán az éleinek
és csúcsainak egyesítésével kapott folytonos ponthalmazt értjük, amit U(p)-vel
jelölünk. Az U(p) (mint univerzális halmaz) valamely S részhalmaza összefüg-
g®, ha S bármely két pontja összeköthet® olyan görbével, amelynek minden
pontját tartalmazza S. A P = (V, k, k, B) kép p ∈ B pixelének AV (p)-vel
jelölt csatolt halmaza a következ® pontokból áll: ha valamely q ∈ N∗V1 (p) pixel
fekete (q ∈ B), akkor AV (p) tartalmazza azt az élet és azt a két csúcspontot,
amelyeken p és q osztozik; ha q ∈ N∗V2 (p) \N∗V1 (p), akkor AV (p)-be vegyük fel
azt az egyetlen csúcsot, amin p és q osztozik. Az AV (p) komplementere alatt
az AV (p) = U(p) \ AV (p) halmazt értjük.
A fenti konstrukcióval az (S, 2, 1) képekre az alábbi összefüggés fogalmaz-
ható meg:
3.1.2. tétel. [31] Legyen P = (S, 2, 1, B) és p ∈ B. A p pixel akkor és csak
akkor egyszer¶, ha az AS(p) csatolt halmaz és AS(p) komplementere egyszerre
összefügg® és nemüres a P képen.
Kong eredményét (H, 1, 1) képekre [23]-ban adaptáltuk.
3.1.3. tétel. [23] Legyen P egy (H, 1, 1) kép, melynek p egy nem-izolált ha-
tárpixele. Az alábbi állítások ekvivalensek.
1. p egyszer¶ pixel.
2. AH(p) csatolt halmaz összefügg® és nemüres.
3. AH(p) halmaz összefügg® és nemüres.
A 3.1.3. tételre a 3.1. ábra szolgál példákkal.
3.1.2. Egyszer¶ség a (T , 2, 1) és a (T , 1, 2) képeken
A (T , 2, 1) és a (T , 1, 2) képekre a 3.1.1. tételhez hasonló eredményt bizonyí-
tottam:
3.1.4. tétel. [28] A (T , k, k, B) képnek ((k, k) = (2, 1), (1, 2)) egy p ∈ B pixele
akkor és csakis akkor egyszer¶, ha az alábbi feltételek teljesülnek:
1. p pontosan egy N∗Vk (p) ∩B halmazbeli k-komponenssel k-szomszédos.
2. p pontosan egy NVk (p) \B halmazbeli k-komponenssel k-szomszédos.
Megﬁgyelhet®, hogy a 3.1.1. tétel 2. és 3. feltételei a ﬁgyelembevett szom-
szédsági relációk típusától eltekintve rendre megegyeznek a 3.1.4. tétel 1. és
2. feltételével. Fontos azonban kihangsúlyozni a két tétel közötti alapvet® kü-
lönbséget: az el®bbi szerint a p pixel egyszer¶sége az említett feltételek egyike









3.1. ábra. Példák (H, 1, 1) képek egyszer¶ és nem-egyszer¶ pontjainak konﬁgu-
rációira, valamint a nekik megfelel® csatolt halmazokra. (AH(p)-hez tartozó
éleket vastagított vonalak, míg az AH(p) halmazbeli éleket szaggatott vonalak
jelölik.) p csak az (a) ábra szerinti konﬁguráción egyszer¶ a (H, 1, 1) képeken.
A (b) ábrán p izolált pixel, a (c) esetben p nem határpixel, a (d) ábrán a 3.1.1.
tétel 2. és 3. feltételei nem teljesülnek, továbbá AH(p) = ∅ (b), vagy AH(p) = ∅
(c), vagy pedig sem AH(p), sem pedig AH(p) halmaz nem összefügg® (d).
alapján is eldönthet®, míg utóbbi esetben ehhez mindkét kritériumra szükség
van.
Az egyszer¶ség eldöntésére a fenti eredményen kívül a [28]-ben szerepl® 2.
tétel alapján egy olyan módszer is kínálkozik, amely az el®z®nél könnyebben
implementálható a (T , 2, 1) ill. a (T , 1, 2) képekre: mindkét esetben azt kell
megvizsgálnunk, hogy a cikkünkben megadott három-három konﬁguráció és
azok m · 60 fokos (m = 1, 2) elforgatottjai és tükrözöttjei közül illeszkedik-e
valamelyikre a kérdéses p pixel, vagyis az egyszer¶ség néhány illeszt®minta
segítségével is eldönthet®. A (T , 2, 1) képek esetében az említett három konﬁ-
guráció csatolt halmazait ábrázolva (lásd 3.2. ábrát) újabb fontos összefüggést
állapíthatunk meg.
3.1.5. tétel. Legyen P egy (T , 2, 1, B) kép, és legyen p ∈ B. A p pixel akkor
és csak akkor egyszer¶, ha a csatolt halmaza, AT (p), és annak komplementere
AT (p) egyszerre nemüres és összefügg®.
Bizonyítás. A [28]-ben lev® 2. tétel alapján p akkor és csak akkor egyszer¶,
ha az AT (p) és AT (p) a 3.2. ábrán látható három konﬁguráció (ill. azok elfor-
gatottjai és tükrözöttjei) valamelyikének megfeleltethet®ek. Látható, hogy a
tétel feltételének ez a három konﬁguráció eleget tesz, továbbá könny¶ ellen®riz-
ni, hogy (az elforgatott és tükrözött változatokat nem számítva) ezeken kívül
nem létezik más olyan konﬁguráció, amelyre AT (p) és AT (p) egyszerre lenne
nemüres és összefügg®.
















3.2. ábra. A [28]-ban lev® 2. tételben vizsgált konﬁgurációk és csatolt halma-
zaik. Ezeknek m · 60 fokos elforgatottjai és tükrözöttjei is egyszer¶ pixeleket
határoznak meg (m = 1, 2). Az (a) konﬁgurációban a b-vel jelölt pozíciók közül
legalább az egyiken fekete pixel van, a szürkével színezett pixelek akár fehér,
akár fekete pixelek is lehetnek. A csatolt halmazhoz tartozó éleket ill. csúcsokat
vastagított vonalak ill. • szimbólumok, míg a csatolt halmaz komplementerét
szaggatott vonalak jelölik.
A (T , 2, 1) képek egyszer¶ pixeleire és csatolt halmazaikra mutat néhány
konkrét példát a 3.3. ábra. Megjegyzem, hogy a 3.3(c) ábra példája egyben
azt is alátámasztja, hogy a (H, 1, 1) esettel ellentétben a 3.1.4. tétel 1. és 2.
kritériumai nem feltétlenül csak egyszerre teljesülhetnek.
3.1.3. Az egyszer¶ség általános jellemzése
Nézzük el®ször a 3.1.1. és a 3.1.4. tételek általánosítását.
3.1.6. tétel. A (V, k, k, B) képnek (V ∈ {S,H, T }, (k, k) = (2, 1), (1, 2)) egy
p ∈ B pixele egyszer¶ akkor és csak akkor, ha az alábbi feltételek teljesülnek:
1. p pontosan egy N∗Vk (p) ∩B halmazbeli k-komponenssel k-szomszédos.
2. p pontosan egy NVk (p) \B halmazbeli k-komponenssel k-szomszédos.
Bizonyítás. Három esetet kell megkülönböztetni:
• Ha V = S, akkor könnyen belátható, hogy p pixelre az 1. és 2. feltételek
akkor és csak akkor teljesülnek, ha p kielégíti az 1.2.1. tétel feltételeit.
• Ha V = H, akkor az 1. és 2. feltételek rendre egybeesnek a 3.1.1. tétel
2. és 3. feltételével.
• Ha V = T , akkor az 1. és 2. feltételek rendre egybeesnek a 3.1.4. tétel
1. és 2. feltételeivel.

















3.3. ábra. Példák (T , 2, 1) képek egyszer¶ és nem-egyszer¶ pontjainak konﬁgu-
rációira, valamint a nekik megfelel® csatolt halmazokra. (AT (p)-hez tartozó
éleket vastagított vonalak, a csúcsokat • szimbólumok, míg az AT (p) halmaz-
beli éleket szaggatott vonalak jelölik.) p csak az (a) ábra szerinti konﬁguráción
egyszer¶ a (T , 2, 1) képeken. A (b) ábrán a 3.1.4. tétel 1. feltétele nem teljesül,
valamint AT (p) = ∅. A (c) konﬁguráció esetén a 3.1.4. tétel 2. feltétele sérül, és
AT (p) halmaz nem összefügg®. Végül a (d) ábrán p nem teljesíti a 3.1.4. tétel
egyik feltételét sem, továbbá sem AT (p), sem pedig AT (p) nem összefügg®.
Tehát tételünk az 1.2.1., a 3.1.1., és a 3.1.4. tételek következménye.
A következ® tétel az 1.2.3. tételben megfogalmazott, (S, 2, 1) és (S, 1, 2)
képek között fennálló dualitási szabály általánosítása 2D mozaikokra.
3.1.7. tétel. Legyen P = (V, k, k, B) (V ∈ {S,H, T }, (k, k) = (2, 1), (1, 2)), és
legyen p ∈ B. A p pixel akkor és csak akkor egyszer¶ a P képen, ha p egyszer¶
a P−1 = (V, k, k, V \B) képen.
Bizonyítás. Legyen Qk a P képen a p-vel k-szomszédos N∗Vk (p)∩B halmazbeli
k-komponensek uniója, továbbáQk a p-vel k-szomszédosN∗Vk (p)\B halmazbeli
k komponensek egyesítése. Az inverz kép deﬁníciójából következik, hogy a Qk
és a Qk által lefedett pixelek halmaza rendre egybeesik a P−1 képen a p-vel
k-szomszédos NVk (p) \ B-beli k-komponensek uniója ill. a p-vel k-szomszédos
N∗Vk (p) ∩ B halmazbeli k komponensek uniója által lefedett pixelekkel. Ezért
a 3.1.6. tétel feltételei p-re csak egyszerre teljesülhetnek a két képen.
Következzen ezután (az egyszer¶ pontok szemléletes jellemzésére szolgáló)
csatolt halmazokra kimondott szükséges és elegend® feltételek általánosítása.
3.1.8. tétel. Legyen P egy (V, 2, 1, B) kép (V ∈ {S,H, T }), melynek p egy
pixele. p akkor és csak akkor egyszer¶, ha az AV (p) csatolt halmaz és AV (p)
komplementere egyszerre összefügg® és nemüres.
Bizonyítás. Három esetet kell ismét megkülönböztetnünk:
34 3. FEJEZET. TOPOLÓGIA-MEGRZ KÉPMVELETEK
• Ha V = S, akkor a tételünk egybeesik a 3.1.2. tétellel.
• Ha V = H, akkor a 3.1.3. tételben leírt három állítás ekvivalenciájából
triviálisan következik a tételünk.
• Ha V = T , akkor a tételünk egybeesik a 3.1.5. tétellel.
3.2. Elegend® feltételek topológia-meg®rz® reduk-
ciókra
Az el®z® alfejezet sémáját követve el®bb a (H, 1, 1), majd pedig a (T , 2, 1),
és a (T , 1, 2) képek topológia-meg®rz® redukcióira adott elegend® feltételeket
ismertetem, majd ezután általánosítom az eddigi eredményeket.
3.2.1. Feltételek (H, 1, 1) képekre
A hatszög-mozaikon mintavételezett képek topológia-meg®rz® redukcióira el®-
ször [24]-ben javasoltunk elegend® feltételeket, majd ezekb®l [23]-ban az alábbi,
az 1.2.8. és az 1.2.11. tételekhez hasonló, egyedi pontok törölhet®ségére vonat-
kozó szimmetrikus és aszimmetrikus feltételeket vezettük be.
3.2.1. tétel. [23] Az O redukció topológia-meg®rz® a (H, 1, 1, B) képre, ha az
O által törölt bármely p ∈ B pixelre az alábbiak teljesülnek:
1. p egyszer¶ pixel.
2. Bármely egyszer¶ q ∈ N∗H1 (p) pixelre p egyszer¶ a (H, 1, 1, B\{q}) ké-
pen vagy q egyszer¶ a (H, 1, 1, B\{p}) képen (vagyis a {p, q} halmaz
egyszer¶).
3. p nem eleme kis objektumnak (lásd az 1.8. ábrát).
3.2.2. tétel. [23] Az O redukció topológia-meg®rz® a (H, 1, 1, B) képre, ha az
O által törölt bármely p ∈ B pixelre az alábbiak teljesülnek:
1. p egyszer¶ pixel.
2. Bármely olyan egyszer¶ q ∈ N∗H1 (p) pixelre a {p, q} halmaz egyszer¶ vagy
a halmaznak q a kitüntetett eleme (lásd az 1.4. ábrát).
3. p nem a kitüntetett eleme kis objektumnak (lásd az 1.8. ábrát).
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3.2.2. Feltételek (T , 2, 1) és (T , 1, 2) képekre
A háromszög-mozaikon mintavételezett képekre értelmezett redukciókra eddig
csak az alábbi kritériumokat bizonyítottuk.
3.2.3. tétel. [28] Az O redukció topológia-meg®rz®, ha valamennyi (T, k, k, B)
képre ((k, k) = (2, 1), (1, 2)) teljesülnek az alábbi feltételek:
1. Valamennyi O által törölt pixel egyszer¶.
2. Valamennyi O által törölt, egymással k-szomszédos pixelpár (lásd az 1.4-
1.5. ábrákat) egyszer¶ halmazt alkot.
3. O nem töröl teljesen egyetlen kis objektumot sem (lásd az 1.6. ábrát).
3.2.3. A feltételek általánosítása 2D képekre
Az egyes szabályos 2D mozaikokra bemutatott kritériumok általánosítása el®tt
egy, a kételem¶ pixelhalmazokra vonatkozó kulcsfontosságú összefüggést ismer-
tetek, melyre hivatkozni fogok az általános feltételek bizonyításánál.
3.2.1. lemma. Az egyszer¶ fekete pixelekb®l álló {p, q} halmaz akkor és csak
akkor egyszer¶ a (V, k, k, B) képen, ha p egyszer¶ a (V, k, k, B \ {q}) képen.
Bizonyítás. Indirekt módon tegyük fel, hogy a {p, q} halmazra teljesül a lemma
feltétele, de p nem egyszer¶ a (V, k, k, B \ {q}) képen, ami azt jelenti, hogy
ha csak a p és a q pixeleket töröljük a kiindulási képen, akkor megváltozik
a kép topológiája. Az egyszer¶ halmaz deﬁníciója szerint viszont akkor q
szükségszer¶en egyszer¶ a (V, k, k, B \ {p}) képen. Ez viszont azt jelentené,
hogy p és q pixelek törlése után sem változik a topológia, ami ellentmond az
el®z® következménynek.
Most tegyük fel, hogy p egyszer¶ a (V, k, k, B \ {q}) képen. Akkor a {p, q}
halmaz pixeleit 〈q, p〉 sorrendben törölve biztosan nem változik a topológia,
így deﬁníció szerint a {p, q} halmaz egyszer¶.
Ezenkívül az alábbi észrevételnek is szerepe lesz a kés®bbi bizonyításban.
3.2.1. állítás. A (T , 1, 2, B) és az (S, 1, 2, B) képeken nem szerepel sem kis
objektum, sem pedig kis üreg (lásd az 1.6. és az 1.7. ábrákat).
Az általános feltételek közül el®ször azokat tárgyalom, amelyek pixelkon-
ﬁgurációkat vizsgálnak (lásd 3.2.4. tétel), majd ezekb®l levezetek olyan szim-
metrikus és aszimmetrikus feltételeket is (lásd 3.2.5 és 3.2.6. tételek), amelyek
egyedi pixelek törölhet®ségét ellen®rzik.
3.2.4. tétel. Az R redukció topológia-meg®rz®, ha valamennyi (V, k, k, B) kép-
re (V ∈ {S,H, T }; (k, k) = (2, 1), (1, 2)), teljesülnek az alábbi feltételek:
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1. Valamennyi R által törölt pixel egyszer¶.
2. Valamennyi R által törölt, egymással k-szomszédos p, q pixelpár (lásd
az 1.4. és az 1.5. ábrákat) esetén p egyszer¶ a (V, k, k, B \ {q}) képen.
3. Ha (k, k) = (2, 1), akkor R nem töröl teljesen egyetlen kis objektumot
sem (lásd az 1.6.-1.8. ábrákat).
Bizonyítás. Vizsgáljuk az öt ﬁgyelembevett képtípust:
• P = (T , 1, 2, B):
A 3.2.3. tétel a 3.2.1. lemma és a 3.2.1. állítás alapján egyszer¶síthet®
úgy, hogy a bizonyítandó tételt kapjuk.
• P = (T , 2, 1, B):
Vegyük észre, hogy az egy és két pixelb®l álló objektumokat a 3.2.3. tétel
feltételei kétszer ellen®rzik: egyszer az 1. ill. a 2. feltételben, egyszer pedig
a 3. feltételben. Ezen észrevétel és a 3.2.1. lemma alapján a 3.2.3. tétel
egyszer¶síthet® úgy, hogy a bizonyítandó tételhez jussunk.
• P = (S, 1, 2, B):
A bizonyítandó tétel az 1.2.5. tételnek a 3.2.1. lemma és a 3.2.1. állítás
szerinti egyszer¶sítésével adódik.
• P = (S, 2, 1, B):
Az 1.2.5. tétel a 3.2.1. lemma segítségével egyszer¶síthet® úgy, hogy a
bizonyítandó tételhez jussunk.
• P = (H, 1, 2, B) = (H, 2, 1, B):
A bizonyítandó tételt a [23]-ben szerepl® 4.4. tételnek a 3.2.1. lemma
szerinti egyszer¶sítésével kapjuk meg.
3.2.5. tétel. Az R redukció topológia-meg®rz®, ha tetsz®leges (V, k, k, B) képre
(V ∈ {S,H, T }; (k, k) = (2, 1), (1, 2)) és annak bármely R által törölt p ∈ B
pixelére teljesül az alábbi három feltétel:
1. p egyszer¶ pixel a (V, k, k, B) képen.
2. Valamennyi q ∈ N∗V
k
(p)∩B egyszer¶ pixelre p egyszer¶ a (V, k, k, B\{q})
képen.
3. Ha (k, k) = (2, 1), akkor a p pixel nem eleme egyetlen kis objektumnak
sem (lásd az 1.6-1.8. ábrákat).
Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy R eleget tesz a 3.2.4. tétel feltételeinek.
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• Az 1. feltétel szerint aR által törölt bármely p pixel egyszer¶, így a 3.2.4.
tétel 1. feltétele teljesül.
• Mivel p az 1. feltétel miatt egyszer¶, így a 2. feltételb®l következik a
{p, q} halmaz egyszer¶sége (a 〈q, p〉 sorrend szerinti törléssel). Követke-
zésképpen R teljesíti a 3.2.4. tétel 2. feltételét is.
• A 3. feltétel szerint (k, k) = (2, 1) vagy V = H esetben R nem törli kis
objektumoknak egyetlen pixelét sem. Ez speciális esete a 3.2.4. tétel 3.
feltételének.
3.2.6. tétel. Az R redukció topológia-meg®rz®, ha tetsz®leges (V, k, k, B) képre
(V ∈ {S,H, T }; (k, k) = (2, 1), (1, 2)), és annak bármely R által törölt p ∈ B
pixelére teljesül az alábbi három feltétel:
1. p egyszer¶ pixel a (V, k, k, B) képen.
2. Valamennyi q ∈ N∗V
k
(p)∩B egyszer¶ pixelre p egyszer¶ a (V, k, k, B\{q})
képen vagy a következ® teljesül:
• Ha (k, k) = (2, 1), akkor q az 1.4. ábra valamely konﬁgurációjában
a kitüntetett elem.
• Ha (k, k) = (1, 2), akkor q az 1.5. ábra valamely konﬁgurációjában
a kitüntetett elem.
3. Ha (k, k) = (2, 1), akkor a p pixel nem kitüntetett eleme egyetlen kis
objektumnak sem (lásd az 1.6-1.8. ábrákat).
Bizonyítás. Ismét azt igazoljuk, hogy R eleget tesz a 3.2.4. tétel feltételeinek.
• Az 1. feltétel szerint aR által törölt bármely p pixel egyszer¶, így a 3.2.4.
tétel 1. feltétele teljesül.
• Ha valamely p és q ∈ N∗V
k
(p) ∩ B egyszer¶ pixelekre p egyszer¶ a
(V, k, k, B \ {q}) képen, akkor az el®z® tétel bizonyításában tárgyaltak
szerint teljesül a 3.2.4. tétel 2. feltétele. Tegyük fel, hogy valamely p és
q ∈ N∗V
k
(p)∩B egyszer¶ pixelekre teljesül a 2. feltétel, de p nem egyszer¶
a (V, k, k, B \ {q}) képen. Akkor a 3.2.1. lemma szerint {p, q} halmaz
nem egyszer¶, azaz q nem egyszer¶ a (V, k, k, B \ {p}) képen, továbbá
ha (k, k) = (2, 1), akkor p nem kitüntetett elem az 1.4. ábra konﬁgurá-
cióiban. A (k, k) = (1, 2) esetben pedig p nem kitüntetett elem az 1.5.
ábra konﬁgurációiban, azaz R nem törli q-t. Tehát R ekkor sem sérti a
2. feltételt.
• Bármely kis objektumnak (lásd az 1.6-1.8. ábrákat) egyetlen kitüntetett
eleme van, de azt a (k, k) = (2, 1) esetben biztosan nem törli R a 3.
feltétel miatt, így teljesül a 3.2.4. tétel 3. feltétele.
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3.3. Elegend® feltételek topológia-meg®rz® addí-
ciókra
Addíciók topológia-meg®rzésére az (S, 2, 1) és a (C, 3, 1) képekre [30]-ban java-
soltunk elegend® feltételeket. Ezen kritériumokat egy, az addíciók és redukciók
között fennálló dualitási szabály alapján származtattunk az 1.2.5. és az 1.2.6.
tételek feltételeib®l.
Az alábbaikban az említett dualitási szabályt olyan általános formában
adom meg, amely a dolgozatban vizsgált valamennyi mozaikra érvényes, majd
ennek felhasználásával általánosítom a [30]-ban levezetett feltételeket is.
3.3.1. tétel. [30] Legyen A egy addíció és R a vele duális redukció, és legyen
P = (V, k, k¯, B) egy tetsz®leges kép. A topológia-meg®rz® a P képre akkor és
csak akkor, ha R topológia-meg®rz® a P−1 = (V, k, k, V \B) képre.
3.3.2. tétel. Az A addíció topológia-meg®rz®, ha valamennyi (V, k, k, B) képre
(V ∈ {S,H, T }; (k, k) = (2, 1), (1, 2)) teljesülnek az alábbi feltételek:
1. Valamennyi A által módosított fehér pixel egyszer¶.
2. Valamennyi A által módosított, egymással k-szomszédos fehér p és q pi-
xelre p egyszer¶ a (V, k, k, B ∪ {q}) képen.
3. Ha (k, k) = (2, 1), akkor A nem tölt fel egyetlen kis üreget sem (lásd
az 1.6-1.8. ábrákat).
Bizonyítás. Legyen az R redukció az A duálisa. Összehasonlítva a tételünk 1-
3. feltételeit a 3.2.4. tétel feltételeivel könnyen ellen®rizhet® az, hogy R teljesíti
az utóbbi feltételeket, így topológia-meg®rz®. Tehát a 3.3.1. tétel szerint A is
topológia-meg®rz®.
Fontos hangsúlyozni, hogy a 3.3.1. tétel nem szorítkozik 2D képekre, így a
3D addíciókra is levezethet®k elegend® feltételek redukciókra vonatkozó krité-
riumokból. Például (C, 3, 1) képekre a dualitási szabály segítségével az 1.2.7.
tétel egyszer¶sített változatából az alábbi elegend® feltételeket kaptuk:
3.3.3. tétel. [30] Az A addíció topológia-meg®rz® ha tetsz®leges (C, 3, 1) képre
teljesülnek az alábbi feltételek.
1. Bármely, az A által a képhez hozzáadott voxel egyszer¶.
2. Bármely, az A által a képhez hozzáadott egymással 3-szomszédos voxelpár
egyszer¶ halmazt képez.
3. Bármely, az A által a képhez hozzáadott, átlós háromszöget alkotó fehér
voxelek halmaza egyszer¶.
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3.4. Összefoglalás és távlati célok
Ebben a fejezetben az els® tézisponthoz tartozó legfontosabb eredményeket
ismertetem.
A háromszög-, a négyszög-, és a hatszög-mozaikon a topológia-meg®rzés
szempontjából kulcsfontosságú egyszer¶ pixeleket kétféleképpen jellemeztem.
Valamennyi tárgyalt 2D mozaiktípus esetén megállapítható, hogy egy p pixel
egyszer¶sége lokálisan ellen®rizhet®: ez a tulajdonság csupán az NV2 (p) (V ∈
{S,H, T } halmaz elemeit®l függ.
Bemutattam továbbá a három- és a hatszög-mozaikokon értelmezett re-
dukciók topológia-meg®rzésének néhány elegend® feltételét is. Ezen és a ko-
rábbi, négyzet-mozaikos esetre javasolt kritériumok között jól megﬁgyelhet®k
bizonyos analógiák. Ezekre alapozva olyan általános alakban is megadtam a
tárgyalt elegend® feltételeket, amelyek mindhárom szabályos mozaikra érvé-
nyesek.
Ezenkívül beláttam egy, az addíciók és a redukciók között fennálló dualitási
tételt. Ennek segítségével könnyen megkonstruálhatók valamennyi 2D és 3D
szabályos mozaikon értelmezett addíciók topológiai korrektségének elegend®
feltételei. Így e tétel alapján általános elegend® feltételeket adtam a topológia-
meg®rz® addíciókra is.
A fenti eredményeket egy hatástényez®s folyóiratcikkben [23] és három
konferencia-kiadványban [24, 28, 30] közöltük. Ezenkívül a 3.1.3. és a 3.2.3.
pontokban ismertetett általános feltételeinket az 8th International Symposi-
um on Image and Signal Processing and Analysis (ISPA 2013) konferenciára
benyújtott cikkünk tartalmazza.
A képm¶veletek topológiai jellemzése témakörben további kutatásokat is
tervezünk, mivel 3D-ben eddig csak a kocka-mozaikra születtek a tárgyalt prob-
lémákra eredmények. Például a 3D tér csonkolt oktaéderekkel ill. rombikus
dodekaéderekkel is kitölthet® hézagmentesen, és ezeknek a nem-konvencionális
mozaikoknak a topológiai jellemzése még megoldatlan. Szeretnénk továbbá






A (H, 1, 1) és a (T , 2, 1) képek vékonyítását rövidebben hexagonális ill. trian-
guláris vékonyításnak is nevezzük, melyeknek irodalma az (S, 2, 1) és a (C, 3, 1)
képekre javasolt számos módszerhez képest igencsak szegényes. Tudomásunk
szerint (H, 1, 1) képekre korábban csak Deutsch és Staunton, míg (T , 2, 1) ké-
pekre egyedül Deutsch javasolt vékonyító eljárásokat [10,78]. Közülük Deutsch
algoritmusai [10] nem ®rzik meg a topológiát, mivel törlik az izolált pixeleket
is, míg a [78]-ban javasolt hexagonális algoritmus topológiai korrektsége nem
bizonyított.
Ezzel szemben az el®z® fejezetben ismertetett elegend® feltételeket a 2.
fejezetben bemutatott párhuzamos vékonyító stratégiákkal és változatos geo-
metriai kényszerfeltételekkel kombinálva olyan új hexagonális és trianguláris
eljárásokat konstruáltunk, amelyek topológia-meg®rz® volta bonyolult és ter-
jeng®s bizonyítások nélkül is garantált. A következ®kben ezen új algoritmuso-
kat mutatom be.
A javasolt algoritmusok elnevezésekor a következ®képpen jártam el: az α-
FP-β-ε algoritmusok a teljesen párhuzamos stratégiát követik, az α-SI-β-ε
eljárások irány-alapúak (egységesen 6 aliterációval) és az α-SFl-β-ε algoritmu-
sok pedig l almez®vel dolgozó almez®-alapúak, ahol:
• α: a bemeneti képek mozaiktípusára utal, lehetséges értékei H és T .
• β: arra utal, hogy az adott algoritmus a 3.2.5. és a 3.2.6. tételek szerinti
szimmetrikus vagy aszimmetrikus elegend® feltételeken alapul-e. Lehet-
séges értékei: SYM (szimmetrikus), ASYM (aszimmetrikus).
• ε: a ﬁgyelembevett végpixelek (mint geometriai kényszerfeltételek) lehet-
séges típusai, E0 ill. Eα1 , amelyek meghatározása a következ®:
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4.0.1. deﬁníció. Nem létezik olyan p fekete pixel (H, 1, 1) és (T , 2, 1) képe-
ken, amely E0-végpixel lenne. (Az E0-végpixelfeltétel tehát a fekete pixelek üres
halmazát jelöli.)
4.0.2. deﬁníció. A p ∈ B pixel EH1 -végpixel a (H, 1, 1, B) képen, ha p-nek
pontosan egy fekete valódi 1-szomszédja van.
4.0.3. deﬁníció. A p ∈ B pixel ET1 -végpixel a (T , 2, 1, B) képen, ha p egy-
szer¶, és legfeljebb kett® valódi fekete 2-szomszédja és legfeljebb egy valódi 1-
szomszédja van.
A nem létez® ε = E0 végpixelek meg®rzése nem jelent korlátozást, geomet-
riai kényszerfeltételt. Bevezetését az indokolja, hogy a zsugorító és a további
típusú végpontpixeleket meg®rz®, középvonalra vékonyító algoritmusokat egy-
ségesen kezelhessem.
4.1. Teljesen párhuzamos algoritmusok
A teljesen párhuzamos vékonyító algoritmusaink sémáját a 4.1. algoritmus mu-
tatja be.
4.1. algoritmus. α-FP-β-ε
1: Input: az ( α, 2, 1, X ) kép
2: Output: az ( α, 2, 1, Y ) kép
3: Y = X
4: repeat
5: D = {p | p α-FP-β-ε-törölhet® az Y képen}
6: Y = Y \D
7: until D = ∅
Az α-FP-β-ε-törölhet® pixeleket a következ®képpen deﬁniáljuk:
4.1.1. deﬁníció. A p fekete pixel α-FP-SYM-ε-törölhet®, ha nem ε-végpixel
és kielégíti a 3.2.5. tétel feltételeit.
4.1.2. deﬁníció. A p fekete pixel α-FP-ASYM-ε-törölhet®, ha nem ε-végpixel
és kielégíti a 3.2.6. tétel feltételeit.
4.1.1. tétel. Az α-FP-β-ε algoritmus topológia-meg®rz®.
Bizonyítás. ε = E0 esetben nyilvánvaló, hogy β = SYM választásakor közvet-
lenül a 3.2.5. tétel feltételeib®l, β = ASYM esetén pedig közvetlenül a 3.2.6.
tétel feltételeib®l származik az α-FP-β-ε algoritmus. Az ε = E0 esetben to-
vábbi megszorítást is teszünk a vizsgált pixel törölhet®ségére, amivel nem be-
folyásoljuk a redukció topológiai korrektségét.
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4.2. Irány-alapú párhuzamos algoritmusok
Mind aH, mind pedig a T mozaikon mintavételezett képekre olyan irány-alapú
algoritmusokat konstruáltunk, amelyeknél egy iterációs lépés 6 al-iterációból
áll. Az egyes al-iterációk redukcióiban csak az adott típusú határpixelek tör-
l®dhetnek. A törölhet® pixelek meghatározásához bevezetünk egy további
fogalmat: (H, 1, 1) és (T , 2, 1) képeken d-határpixelnek nevezzük azon ha-
tárpixeleket, amelyeknek a 4.1. ábra jelölése szerinti pd 1-szomszédjuk fehér
















4.1. ábra. A p pixel 1-szomszédainak indexelése a hatszög-mozaikon (a) és a
háromszög-mozaikon, ahol a pixelek kétféle irányú háromszögek lehetnek (b).
4.2. algoritmus. α-SI-β-ε
1: Input: az ( α, 2, 1, X ) kép
2: Output: az (α, 2, 1, Y ) kép
3: Y = X
4: I = ∅
5: repeat
6: D = ∅
7: for d = 1 to 6 do
8: Dd = {p | p α-SI-d-β-ε-törölhet® az Y képen }
9: Y = Y \Dd
10: D = D ∪Dd
11: until D = ∅
Az α-SI-β-ε algoritmusok egyes aliterációiban a törölhet® pixeleket az aláb-
bi négy deﬁnícióval adjuk meg:
4.2.1. deﬁníció. A p fekete pixel H-SI-d-SYM-ε-törölhet® (ε ∈ {E0, EH1 }, d =
1, . . . , 6), ha az alábbi feltételek mindegyike teljesül:
1. p egyszer¶, de nem ε-végpixel és d-határpixel.
2. Ha ε = E0, akkor p nem eleme olyan objektumnak, amely két 1-szomszédos
d-határpixelb®l áll.
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4.2.2. deﬁníció. A p fekete pixel T -SI-d-SYM-ε-törölhet® (ε ∈ {E0, ET1 }, d =
1, . . . , 6), ha az alábbi feltételek mindegyike teljesül:
1. p egyszer¶, de nem ε-végpixel és d-határpixel.
2. Ha ε = E0, akkor p nem eleme kett® vagy három d-határpixelb®l álló kis
objektumnak.
4.2.3. deﬁníció. A p fekete pixelH-SI-d-ASYM-ε-törölhet® (ε ∈ {E0, EH1 }, d =
1, . . . , 6), ha az alábbi feltételek mindegyike teljesül:
1. p egyszer¶, de nem ε-végpixel és d-határpixel.
2. Ha ε = E0, akkor p nem kitüntetett eleme olyan kis objektumnak, amely
két 1-szomszédos d-határpixelb®l áll (lásd 1.4. ábra).
4.2.4. deﬁníció. A p fekete pixel T -SI-d-ASYM-ε-törölhet® (ε ∈ {E0, ET1 }, d =
1, . . . , 6), ha az alábbi feltételek mindegyike teljesül:
1. p egyszer¶, de nem ε-végpixel és d-határpixel.
2. Ha ε = E0, akkor p nem kitüntetett eleme kett® vagy három d-határpixelb®l
álló kis objektumnak.
A bemutatott algoritmusok topológiai korrektségének bizonyításakor fel-
használjuk az alábbi észrevételt.
4.2.1. észrevétel. Ha egy (T , 2, 1) képen a p pixel d-határpixel, akkor egyetlen
q ∈ N∗T1 (p) pixel sem lehet d-határpixel.
4.2.1. tétel. Az α-SI-β-ε algoritmus topológia-meg®rz®.
Bizonyítás. Jelöljük R-rel azt a redukciót, amely az α-SI-d-β-ε-törölhet® pi-
xeleket törli a képr®l. Elegend® annak megmutatása, hogy R teljesíti a 3.2.4.
tétel feltételeit.
A 4.2.1-4.2.2. deﬁníció ill. 4.2.3-4.2.4. deﬁníció 1. feltételéb®l következik
a 3.2.5. tétel ill. a 3.2.6. tétel 1. feltétele.
Ezenkívül α = H esetben könnyen belátható, hogy ha két egyszer¶, 1-
szomszédos p, q d-határpixel nem alkot objektumot, akkor a {p, q} halmaz
egyszer¶. Ha a {p, q} halmaz egy kételem¶ objektum és ε = EH1 , úgy p és q
végpixelek, azaz nem törölhet®k, ha viszont ε = E0, akkorR a 4.2.1. ill. a 4.2.3.
deﬁníció 2. feltétele miatt hagyja meg ®ket. Az α = T esetben pedig nyilvánva-
ló, hogy két 3-szomszédos pixel közül az egyik biztosan nem d-határpixel, azaz
egyikük biztosan nem T-SI-SYM-ε-törölhet®. Tehát mindkét esetben teljesül
a 3.2.4. tétel 2. feltétele.
Most vizsgáljuk azt, hogy R törölhet-e teljesen egy kis objektumot. Ve-
gyük észre, hogy az 1.8. ábrán látható kis objektumoknak biztosan van olyan
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pixele, amely nem d-határpixel, ezért az α = H esetben teljesül a 3.2.4. té-
tel 3. feltétele is. Ha α = T , akkor 4.2.1.észrevételb®l adódóan az 1.6. ábra
kis objektumai közül csak a a 4.2. ábrán feltüntetettek valamennyi pixele d-
határpixel. Ugyanakkor ezen objektumok csak ET1 -végpixelekb®l állnak, így
ε = ET1 esetben R egyik objektumból sem töröl pixelt. Ha pedig ε = E0,
akkor mivel mindegyik 4.2. ábrán lev® kis objektum kett® vagy három pixel-
b®l áll, ezért a 4.2.2. deﬁníció ill. a 4.2.4. deﬁníció 2. feltétele miatt azok nem






4.2. ábra. A (T , 2, 1) képek mindazon lehetséges kis objektumai, amelyekben
valamennyi pixel d-határpont (d = 1, . . . , 6) ill. mindegyik pixel ugyanabba az
SF T2 (i) almez®be esik (i = 0, 1).
4.3. Almez®-alapú párhuzamos algoritmusok
A H és a T mozaikokat 2-2 mintázat szerint osztjuk fel almez®kre a 4.3. ábrán
látható módon. l darab almez® esetén az i-edik almez®höz tartozó pixelhalma-
zokat SFαl (i)-vel jelöljük (0 ≤ i < l). Az α = H esetben három ill. négy, míg
α = T -re kett® ill. négy almez®s felbontásokkal dolgozunk (vagyis ha α = H,
akkor l = 3, 4, ha pedig α = T , akkor l = 2, 4). Ezen felbontások az alábbi
fontos tulajdonsággal rendelkeznek.
4.3.1. észrevétel. Ha p ∈ SFαl (i), akkor N∗α1 (p) ∩ SFk(i) = ∅, vagyis p nem
kerülhet ugyanabba az almez®be, mint amibe az 1-szomszédai.
Almez®-alapú eljárásaink pszeudo-kódját a 4.3. algoritmus adja meg. Az
algoritmus által vizsgált α-SF-l-i-β-ε-törölhet® pixeleket az alábbi módon ér-
telmezzük.
4.3.1. deﬁníció. A p fekete pixel H-SF-l-i-β-ε-törölhet®, ha p ∈ SFHl (i) (l =
3, 4; i = 0, . . . , l − 1) és p egyszer¶ pixel.
4.3.2. deﬁníció. A p fekete pixel T -SF-l-i-SYM-ε-törölhet®, ha az alábbiak
teljesülnek:
1. p ∈ SF Tl (i) (l = 2, 4; i = 0, . . . , l − 1) és p egyszer¶ pixel.
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4.3. ábra. H partícionálása három (a) ill. négy (b) almez®re, valamint T partí-
cionálása kett® (c) ill. négy (d) almez®re. Az i-vel jelölt képelemek az SFαl (i)
halmazba tartoznak (ha α = H, akkor l = 3, 4, ha pedig α = T , akkor l = 2, 4;
0 ≤ i < l).
2. Ha ε = E0, akkor p nem eleme egyetlen olyan {p, q} vagy {p, q, r} kis
objektumnak sem, amelyekre q, r ∈ SF Tl (i).
4.3.3. deﬁníció. A p fekete pixel T -SF-l-i-ASYM-ε-törölhet®, ha az alábbiak
teljesülnek:
1. p ∈ SF Tl (i) (l = 2, 4; i = 0, . . . , l − 1) és p egyszer¶ pixel.
2. Ha ε = E0, akkor p nem kitüntetett eleme egyetlen olyan {p, q} vagy
{p, q, r} kis objektumnak sem, amelyekre q, r ∈ SF Tl (i).
Fontos megjegyezni, hogy a 4.3. algoritmus az ún. iteráció-szint¶ határpixel-
ellen®rzés módszerét követi, amelyet el®ször [58]-ben javasoltunk. Ennek be-
vezetését az a megﬁgyelés indokolta, hogy ha (a hagyományos almez®-alapú
sémának megfelel®en) minden egyes iterációs lépésben az aktuális kép aktív
határpixeljaira vizsgáljuk a törölhet®ség feltételét, akkor számos nemkívána-
tos végpixelt állítunk el®, amelyekb®l szükségképpen fölösleges ágak n®nek.
Az iteráció-szint¶ határpixel-ellen®rzés esetén egy iterációs lépésben csak azok
a pixelek törölhet®k, amelyek már az iteráció elején is határpixelek voltak,
ezáltal a fenti nemkívánatos jelenség kiküszöbölhet®.
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4.3. algoritmus. α-SFl-β-ε
1: Input: az ( α, 2, 1, X ) kép
2: Output: az ( α, 2, 1, Y ) kép
3: Y = X
4: repeat
5: D = ∅
6: E = {p | p határpixel de nem ε-végpixel az Y képen}
7: for i = 0 to l − 1 do
8: Di = {p | p ∈ E és p α-SF-l-i-β-törölhet® az Y képen}
9: Y = Y \Di
10: D = D ∪Di
11: until D = ∅
4.3.1. tétel. Az α-SF-l-β-ε algoritmus topológia-meg®rz®.
Bizonyítás. Jelöljük R-rel azt a redukciót, amely pontosan az α-SF-l-i-β-ε-
törölhet® pixeleket törli. Ismét csak annyit kell bizonyítunk, hogy R teljesíti
a 3.2.4. tétel feltételeit.
A 4.3.1-4.3.3. deﬁníciók szerint egy α-SF-l-i-β-ε-törölhet® pixel teljesíti
a 3.2.4. tétel 1. feltételét. A 4.3.1. észrevétel értelmében a lehetséges l és i
értékek mindegyikére elmondható, hogy ha p ∈ Di, akkor N∗1 (p)∩Di = ∅. Így
mivel a 3.2.4. tétel 2. feltétele csak olyan pixelpárosokra vonatkozik, amelyek
mindkét tagja törlésre kerül, ezért a kérdéses feltétel vizsgálata ekkor fölösle-
ges.
Végül vizsgáljuk azt, hogy R miként módosíthatja a kis objektumokat. Ha
α = H és l = 3, 4, akkor a 3.2.4. tétel 3. feltétele biztosan teljesül, mivel p
egyetlen 2-szomszédja sem esik egy almez®be p-vel, azaz p egyik 2-szomszédja
sem törl®dhet egyszerre p-vel. Nézzük az α = T esetet; ekkor l = 2, 4. A 4.3.1.
észrevételb®l következik, hogy az 1.6. ábra kis objektumai közül csak a 4.2.
ábrán lev®k pixelei esnek egy almez®be. Innen a 4.2.1. tétel bizonyításának a
kis objektumok törölhet®ségére vonatkozó gondolatmenetét követve hasonlóan
belátható, hogy a 3.2.4. tétel 3. feltétele teljesül.
4.4. Az új algoritmusokkal generált vázszer¶ jel-
lemz®k
A 4.4. és a 4.5. ábrákon rendre a bemutatott hexagonális és trianguláris al-
goritmusaink által generált topológiai magok ill. középvonalak láthatóak egy
olyan tesztképre, amelyen három karakter látható. Mivel az irány- és almez®-
alapú aszimmetrikus és szimmetrikus algoritmusok nagyon hasonló eredménye-
ket adnak, ezért a szimmetrikus eljárások közül csak a teljesen párhuzamosak
eredményét mutatjuk be.
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4.5. Összefoglalás és távlati célok
A 3.2.4.-3.2.6. tételekben kimondott elegend® feltételek segítségével könnyen
ellen®rizhet® a négyszög-, hatszög- és háromszögmozaikon mintavételezett vé-
konyító algoritmusok topológiai korrektsége. E fejezetben olyan hexagonális és
trianguláris algoritmusokat mutattam be, amelyek törlési feltételei az egyedi pi-
xelek törölhet®ségére vonatkozó feltételekb®l származtatottak, így a topológia-
meg®rzésük garantált. Az irány- és almez®-alapú algoritmusok szimmetrikus
és aszimmetrikus változatai  a törlési feltételek hasonlósága miatt csak a
zsugorító eljárásokra mutatnak eltérést. Ekkor azonban csak az aszimmetri-
kus változatok garantálják azt, hogy az objektumokat egy-egy izolált pixellé
zsugorítsák, vagyis valóban a topológiai magot kapjuk.
Hexagonális algoritmusainkat egy konferencia-kiadványban [26] közöltük,
trianguláris eljárásinkat pedig egy, az Annals of Mathematics and Artiﬁcial
Intelligence (Springer) folyóirathoz benyújtott cikkünkben ismertettük.
A kutatás következ® lépése olyan további hexagonális és trianguláris vé-
konyító algoritmusok konstruálása, amelyek másfajta geometriai kényszerfel-
tételeket alkalmaznak. Így például szeretnénk kidolgozni a sz¶kületi pontok
meg®rzésén alapuló algoritmus-variánsokat is (lásd 2.3. fejezet).
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(a) H-FP-SYM-E0 (b) H-FP-SYM-E
H
1
(c) H-FP-ASYM-E0 (d) H-FP-ASYM-E
H
1
(e) H-SI-ASYM-E0 (f) H-SI-ASYM-E
H
1
(g) H-SF3-ASYM-E0 (h) H-SF3-ASYM-E
H
1
(i) H-SF4-ASYM-E0 (j) H-SF4-ASYM-E
H
1
4.4. ábra. A javasolt hexagonális algoritmusok közül a zsugorítók eredményei az
els®, míg a középvonalra vékonyítóké a második oszlopban láthatók ugyanarra
a tesztképre.
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(a) T-FP-SYM-E0 (b) T-FP-SYM-E
T
1
(c) T-FP-ASYM-E0 (d) T-FP-ASYM-E
T
1
(e) T-SI-ASYM-E0 (f) T-SI-ASYM-E
T
1
(g) T-SF2-ASYM-E0 (h) T-SF2-ASYM-E
T
1
(i) T-SF4-ASYM-E0 (j) T-SF4-ASYM-E
T
1
4.5. ábra. A javasolt trianguláris algoritmusok közül a zsugorítók eredményei az





A vázkijelöl® módszerek egyik alapvet® problémája az, hogy az általuk megha-
tározott vázközelítések számos hamis ágat vagy felszínszegmenst tartalmaznak.
Ez korrigálható egy utófeldolgozó lépésben, az ún. váztisztítással [76]. A váz-
tisztító eljárások bizonyos fontossági mértékek alapján határozzák meg a nem-
kívánatos és eltávolításra ítélt vázszegmenseket. Ezen módszerek f® hátránya
az, hogy az iteratív objektum-redukción alapuló vázkijelölés során a kiindulási
objektum határán meglév® vagy a menetközben keletkez® egyenetlenségekb®l
kiinduló nemkívánatos vázszegmensek torzítják a váz értékes részeit is, mely
deformációkat meg®rzi a tisztító utófeldolgozás.
A tisztább megközelítés az objektum kontúrjának simításán alapszik.
Görbék ill. felszínek simítására számos stratégia létezik [9, 18, 80, 84]. Sajnos
közülük csak Couprie és Bertrand módszere alkalmas 3D bináris képek simítá-
sára, viszont az eljárás összetettsége miatt az nem kombinálható 3D vékonyító
algoritmusokkal.
Jelen fejezetben tárgyalt kutatásunk eredménye az iteratív kontúrsimítással
kombinált vékonyító stratégia megalkotása és a 3D algoritmusokba könnyen be-
építhet® (azok hatékony implementációjához illeszked®) párhuzamos 3D kon-
túrsimító eljárás kidolgozása.
Els® eredményként [54]-ben javasoltunk egy olyan kontúrsimító algorit-
must, amely eltávolít bizonyos extremitásnak tekintett határpontokat. Mivel
az algoritmus két topológiameg®rz® párhuzamos redukciós operátorból áll,
így maga az eljárás is topológiameg®rz®. [56]-ben közöltük ezen kontúrsimító
algoritmus olyan továbbfejlesztett változatát, amely bizonyos 1pontos kiug-
rások mellett számos 2 pontból álló kontúrzajt is képes eltávolítani (C, 3, 1)
képekr®l. A törölhet® pontokat 3× 3× 3as illeszt®mintákkal adtuk meg.
A továbbiakban bemutatom a fejletebb simító algoritmusunkat, ezt köve-
t®en iterációnkénti simításon alapuló vékonyító sémánkat tárgyalom, amellyel
csökkenthet® a 3D vékonyító algoritmusok eredményein a nemkívánatos szeg-
mensek száma. Ezután algoritmusunknak egy hatékony implementációját is
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ismertetem, majd módszerünk alkalmazhatóságának alátámasztására néhány
teszteredményt is közlök.
5.1. Kontúrsimító algoritmus
A javasolt algoritmus két párhuzamos, egymást követ® redukcióból áll, me-
lyeket R1-gyel és R2-vel jelölünk. Az általuk törölhet® pontokat 3 × 3 × 3as
illeszt®mintákkal, más szóhasználattal törl®maszkokkal adjuk meg. Egy voxel
törölhet® R1 által, ha az a 5.1-5.5. ábrákon szerepl® 37 maszkot tartalmazó
MR1 = {U0, . . . , U8, N0, . . . , N8,W0, . . . ,W8, UN, . . . , NE,UNW, . . . , USW}
halmaznak legalább az egyik elemére illeszkedik. (A maszkokat a C kocka-
mozaikkal duális Z3 rácson adtuk meg.) Az említett ábrákon a következ®
jelöléseket alkalmazzuk: minden p, • egy-egy fekete pontot jelöl; minden
◦ egy-egy fehér pontot jelöl; a · jelölés¶, ún. don't care pontok színe
fekete ill. fehér is lehet.
Az R2 redukció 5.1-5.5. ábrákon szerepl® maszkok a p középpontra való
tükrözöttjeit veszi ﬁgyelembe egy pont törölhet®ségének megállapításakor.
Az egyes fázisok illeszt®mintáinak tanulmányozásakor könnyen megérthe-
t® az eljárás lényege: az els® fázisban a 3D hat f®iránya közül az U , az N
és a W irányokból, míg a másodikban a fennmaradó három irányban lév®
extremitások eltávolítása történik. Egy álló kocka lapközéppontjait a koc-
ka középpontjával összeköt® vektorok (mint f®irányok) mellett a simító eljárás
még 12+8 mellékirányból is töröl, közülük 6+4 az els® fázisban, a továbbiak
pedig a másodikban kerülnek sorra. A mellékirányok a kocka 12 élközéppont-
ját és a 8 csúcsát a kockaközépponttal összeköt® vektoroknak felelnek meg.
Eljárásunkat az 5.1. algoritmus írja le. Fontos kihangsúlyozni, hogy mivel az
algoritmusban alkalmazott R1 és R2 párhuzamos redukciók, így azok egyide-
j¶leg törlik a lokális feltételt kielégít® voxeleket. Az els® kétmenetes simító
algoritmusunk által törölhet® pontokat 1313 törl®maszkkal deﬁniáltuk [54].
Az els® menethez tartozó törl®maszkok halmaza:
{ U0, N0,W0, UN,UE,US, UW,NW,NE, UNW,UNE,USE,USW }
(lásd 5.1.-5.5. ábrák). Mivel azMR1 halmaz 24 további törl®maszkot (U1, . . . ,
U8, N1, . . . , N8, W1, . . . ,W8) is tartalmaz, az új algoritmus sokkal több kiug-
ró határpontot töröl. A 5.6.-5.8. ábrák alapján összehasonlítható a javasolt
algoritmusunk az els® kísérletünkkel [54]. A zárójelekben szerepl® értékek az
objektumpontok számát jelzik. Látható, hogy mindkét simító algoritmus kor-
rekt, hiszen nem módosítják az eredeti képen lev® sima határszegmenseket
(lásd 5.8. ábra).
Kontúrsimító algoritmusunk topológia-meg®rz® voltát részletesen bizonyí-
tottuk [56]-ban.
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5.1. algoritmus. Párhuzamos simító algoritmus.
1: Input: (C, 3, 1, X) kép
2: Output: a (C, 3, 1, Y ) kép
3: Y = X
4: // 1. fázis
5: Y = Y \ { p | p törölhet® R1 által a (C, 3, 1, Y ) képen}
6: // 2. fázis




















































































































































































































































5.1. ábra. Az U laphoz rendelt Ui (i = 0, 1, . . . , 8) törl®maszkok.
5.2. Az új vékonyító séma
Az el®z® alfejezetben bemutatott simító algoritmusunkat 3D párhuzamos vé-
konyító algoritmusokba építettük be. Tekintsünk egy tetsz®leges A vékonyító
algoritmust. Az iterációnkénti simítással kombinált vékonyító sémát az 5.2.
algoritmus vázolja fel.
Az iterációnkénti kontúrsimítással kombinált vékonyító sémát (a javasolt
simító eljárással) számos párhuzamos 3D vékonyító algoritmusra és képre tesz-
teltük. Az 5.10-5.15. ábrákon hatféle 3D párhuzamos vékonyító algoritmussal
kapott eredmények láthatóak. A zárójeleken belül feltüntetett értékek az ob-
jektumpontok számát jelölik.
A javasolt simító eljárást csak a középfelszínt meghatározó vékonyító al-
goritmusokkal javasoljuk kombinálni. A középvonalat el®állító 3D vékonyító
algoritmusok általában a következ® végpixel-feltételt alkalmazzák: egy fekete




















































































































































































































































5.2. ábra. Az N laphoz rendelt Ni (i = 0, 1, . . . , 8) törl®maszkok.
pixel végpixel, ha pontossan egy valódi 3-szomszédja fekete. Mivel az
U0, N0,W0, UN,UE,US, UW,NW,NE, UNW,UNE,USE,USW
maszkok (lásd 5.1-5.5. ábrák) az ilyen végpixeleket is törlik, így a középvo-
nalra vékonyító algoritmusokhoz a fenti 13 maszkot az alábbi megkötés szerint
kell módosítani: legalább egy · jelölés¶ elemnek egybe kell esnie egy fekete
ponttal.
5.3. Implementáció
Ha az R1 és az R2 redukciók 37-37 törl®maszkját tekintjük, azt gondolhatjuk,
hogy a javasolt algoritmus meglehet®sen id®igényes és ráadásul nehezen is imp-
lementálható szekvenciális számítógépeken. Ezért felvázolunk egy hatékony és
általános implementációs módszert, amely párhuzamos vékonyító algoritmu-
sokra is alkalmazható [64,69].
A javasolt implementáció egyetlen el®re kigenerált keres®táblát használ a
törölhet® pontok kódolására. Mivel a redukciók 3 × 3 × 3as környezete 26
pontot tartalmaz a kérdéses középs® p pont kivételével (lásd 5.1-5.5. ábrák),
a keres®tábla 226 db 1bites bejegyzést tartalmaz. Könny¶ belátni, hogy ez az
adatszerkezet mindössze 8 MB-nyi tárolóhelyet igényel.
Minden lehetséges 3×3×3as konﬁgurációhoz hozzárendelhet® egy [0, 226)
beli egész szám. Ezt az indexet a
∑25
k=0 2
kpk képlettel számítjuk. Az R1 re-




















































































































































































































































5.3. ábra. A W laphoz rendelt Wi (i = 0, 1, . . . , 8) törl®maszkok.
dukció 5.9(a) ábrán feltüntetett indexelési sémát használja, míg az R2 esetében
ezen séma p pontra tükrözött változatát, index-permutációját (lásd 5.9(b) áb-
ra) kell ﬁgyelembe venni. A keres®táblánk bejegyzéseit az említett indexekkel
címezzük.
Ezenkívül két lista használata is javasolt az eljárás további gyorsítására. Az
egyik lista az aktuális képen lev® határpontok tárolására szolgál (mivel az R1
és R2 redukciók csak határpontokat törölhetnek, ezért felesleges a teljes képet
újra és újra pásztázni). A másik listában az aktuális redukció által törölhet®
pontokat tároljuk.
Megjegyezzük, hogy a fent leírt módszer párhuzamos vékonyító algorit-
musok hatékony implementációjára is alkalmazható [64, 69], így egyúttal az
új vékonyító sémánkra is hatékony megvalósításhoz jutunk. Gyakorlati alkal-
mazhatóságát alátámasztják teszteredményeink, melyek alapján a simítással
kombinált vékonyítás nagyméret¶ és egymillió objektumpontot tartalmazó ké-
peken is általában kevesebb, mint 1 másodperc alatt terminál egy szokásos
asztali PC-n.
5.4. Az új sémán alapuló algoritmusok kiértéke-
lése
A [70]-ben közölt tíz topológia-meg®rz® vékonyító algoritmusunkat összeha-
sonlítottuk azok iterációnkénti simítással kombinált változataival. Az 5.1-5.8.
















































































































































































































































































5.5. ábra. Az els® négy csúcshoz rendelt törl®maszk.
táblázatokban nyolc 3D tesztképre látható, hogy az algoritmusok eredeti ill.
simítással kombinált változatai hány objektumpontból állnak.
Az algoritmusok mindegyike a második fejezetben bemutatott három f®
vékonyító stratégia valamelyikén alapul. Elnevezésükben az FP, SI, SF tagok
rendre a teljesen párhuzamos, az irány-alapú és az almez®-alapú változatokra
utalnak, ezenkívül utóbbi két esetben a névben szerepl® számok az al-iterációk,
az alkalmazott irányok ill. almez®k számát is mutatják. Végül a CE és az SE
utótagok az eljárásban alkalmazott geometriai kényszerfeltételeket jelölik: a
CE végz®dés¶ algoritmusok középvonalakat, az SE-re végz®d® nev¶ek pedig
középfelszíneket eredményeznek.
Látható, hogy az iterációnkénti kontúrsimítással kombinált eljárásokkal ke-
vesebb objektumpontot és egyben nemkívánatos szegmenst tartalmazó váz-
szer¶ jellemz®ket kapunk, mint az eredeti algoritmusokkal. Ezenkívül azt is
megállapítottuk, hogy a javasolt új séma szerinti algoritmusok az eredeti vál-
tozatukhoz képest nem távolítanak el lényeges szegmenseket az objektumok
középvonaláról ill. középfelszínér®l.
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(237) (188) (162)
5.6. ábra. Egy 20 × 30 × 10es szalag zajjal terhelt 3D képe (balra), az els®
algoritmusunkkal [54] el®állított simított kép (középen) és a továbbfejlesztett
eljárás eredménye [56] (jobbra).
(21 967) (21 219) (20 632)
5.7. ábra. Egy 103 × 42 × 60as cápa zajjal terhelt 3D képe (balra), az els®
algoritmusunkkal [54] el®állított simított kép (középen) és a továbbfejlesztett
eljárás eredménye [56] (jobbra).
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Ebben a fejezetben a második tézisponthoz tartozó eredményeket tárgyaltam.
Bemutattam egy 3D kontúrsimító algoritmust (C, 3, 1) képekre. A simító eljá-
rás számos 1- és 2 pontból álló kontúrzajt képes eltávolítani. Simító algorit-
musunkat a hagyományos vékonyító eljárásokkal kombináltuk abból a célból,
hogy csökkentsük a vékonyító algoritmusok által produkált nemkívánatos szeg-
mensek számát. A javasolt séma iterációs lépései egy simító és egy vékonyító
fázisból állnak. Eképpen implementáltuk számos konvencionális vékonyító al-
goritmusnak a javasolt kontúrsimító eljárással kombinált változatát, és számos
képen teszteltük az új vékonyító séma hatékonyságát. Az eredmények egy-
értelm¶en alátámasztják azt, hogy a javasolt módszerrel jelent®sen kevesebb
nemkívánatos felszín- ill. vonal-szegmenst tartalmazó vázszer¶ jellemz®khöz
jutunk.
Kontúrsimító algoritmusunk els® változatát egy konferencia kiadványban
[54], míg a továbbfejlesztett eljárást és az iterációnkénti simítással kombinált
vékonyító sémát pedig egy hatástényez®s folyóiratcikkben [56] publikáltuk.
A kés®bbiekben módszerünket szeretnénk oly módon tökéletesíteni, hogy
a kontúrsimítás során ne csak a kis kiugrások legyenek levágva az objektum
határáról, hanem az 1- ill. 2 pontból álló kisebb gödrök is feltöltésre kerül-
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(40 929) (40 522) (40 024)
5.8. ábra. Egy 64 × 64 × 19es tórusz zajjal terhelt 3D képe (balra), az els®
algoritmusunkkal [54] el®állított simított kép (középen) és a továbbfejlesztett
eljárás eredménye [56] (jobbra). Látható, hogy a sima határszegmenseket nem

























































5.9. ábra. A javasolt módszer els® (b) ill. második (c) redukciójánál alkalma-
zott indexelési sémák.
jenek. E célból a kombinált sémának egy olyan továbbfejlesztését tervezzük,
amely az eddigi, redukciós simító fázis után egy addíciós simító fázist is tartal-
mazna. Ugyancsak ez inspirálja azirányú kutatásaimat, hogy vegyes (törlést
és kitöltést egyidej¶leg lehet®vé tev®) képm¶veletek topológiai jellemzésével is
foglalkozzak. Ezen területen az els® eredményeinket [30]-ban közöltük.
5.5. ÖSSZEFOGLALÁS ÉS TÁVLATI CÉLOK 59
(378 043) (1 431) (903)
5.10. ábra. Egy 304 × 96 × 261es helikopter (balra), a Palágyi és Kuba ál-
tal javasolt 6-irányú irányszekvenciális vékonyító algoritmussal [66] el®állított
középvonala (középen), és az algoritmus iterációnkénti simítással kombinált
változatának eredménye [56] (jobbra).
(1 096 613) (2 019) (992)
5.11. ábra. Egy 175×93×285ös tehén (balra), a Bertrand és Aktouf által java-
solt 8-almez®s vékonyító algoritmussal [3] el®állított középvonala (középen), és
az algoritmus iterációnkénti simítással kombinált változatának eredménye [56]
(jobbra).
(1 932 738) (69 969) (49 753)
5.12. ábra. Egy 124 × 207 × 300as nyúl (balra), a Gong és Bertrand által
javasolt 6-irányú, felszínre vékonyító irányszekvenciális algoritmussal [12] el®-
állított középfelszíne (középen) és az algoritmus iterációnkénti simítással kom-
binált változatának eredménye [56] (jobbra).
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(1 362 863) (85 730) (81 199)
5.13. ábra. Egy 139× 90× 285ös autó (balra), a Németh, Kardos és Palágyi
által javasolt 2-almez®s vékonyító algoritmussal [57] el®állított középfelszíne
(középen), és az algoritmus iterációnkénti simítással kombinált változatának
eredménye [56] (jobbra).
(111 816) (19 186) (14 113)
5.14. ábra. Egy 59× 285× 139es raptor (balra), a Manzanera és társai által
javasolt teljesen párhuzamos vékonyító algoritmussal [49] el®állított középfel-
színe (középen), és az algoritmus iterációnkénti simítással kombinált változa-
tának eredménye [56] (jobbra).
(423 059) (38 344) (26 594)
5.15. ábra. Egy 135× 86× 191es sárkány (balra), a Németh, Kardos és Palá-
gyi által javasolt 8-almez®s vékonyító algoritmussal [58] el®állított középfelszín
(középen), és az algoritmus iterációnkénti simítással kombinált változatának
eredménye [56] (jobbra).
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5.2. algoritmus. Iterációnkénti simítással kombinált vékonyítás.
1: Y = X
2: repeat
3: Input: (C, 3, 1, X) kép
4: Output: (C, 3, 1, Y ) kép
5: Y = X
6: // kétfázisú simítás
7: Y = Y \ { p | p törölhet® R1 által a (C, 3, 1, Y ) képen }
8: Y = Y \ { p | p törölhet® R2 által a (C, 3, 1, Y ) képen }
9: // a vékonyítás egy iterációs lépése
10: D = { p | p törölhet® A által a (C, 3, 1, Y ) képen }
11: Y = Y \ D
12: until D = ∅
5.1. táblázat. A kiértékelésbe bevont tíz algoritmus eredeti és iterációnkénti
kontúrsimítással kombinált változatának összehasonlítása egy 336× 133× 381

















62 5. FEJEZET. SIMÍTÁSSAL KOMBINÁLT VÉKONYÍTÁS
5.2. táblázat. A kiértékelésbe bevont tíz algoritmus eredeti és iterációnkénti
kontúrsimítással kombinált változatának összehasonlítása egy 381× 352× 275

















5.3. táblázat. A kiértékelésbe bevont tíz algoritmus eredeti és iterációnkénti
kontúrsimítással kombinált változatának összehasonlítása egy 175 × 93 × 285
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5.4. táblázat. A kiértékelésbe bevont tíz algoritmus eredeti és iterációnkénti
kontúrsimítással kombinált változatának összehasonlítása egy 348× 130× 215

















5.5. táblázat. A kiértékelésbe bevont tíz algoritmus eredeti és iterációnkénti
kontúrsimítással kombinált változatának összehasonlítása egy 381× 293× 270
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5.6. táblázat. A kiértékelésbe bevont tíz algoritmus eredeti és iterációnkénti
kontúrsimítással kombinált változatának összehasonlítása egy 59 × 285 × 139

















5.7. táblázat. A kiértékelésbe bevont tíz algoritmus eredeti és iterációnkénti
kontúrsimítással kombinált változatának összehasonlítása egy 105× 129× 380
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5.8. táblázat. A kiértékelésbe bevont tíz algoritmus eredeti és iterációnkénti
kontúrsimítással kombinált változatának összehasonlítása egy 336× 381× 134





















Ebben a fejezetben az ún. bejárás-függetlenség problémájával foglalkozom. A
szekvenciális vékonyítás sémáját bemutató 2.1. algoritmusban nincs lerögzítve
a határelemek meglátogatási sorrendje. Ezt a sorrendet különböz®féleképpen
megválasztva gyakran más és más eredményt adhat egy adott szekvenciális el-
járás. Kutatásom egyik célja olyan szekvenciális vékonyító eljárások kidolgozá-
sa volt, amelyek tetsz®leges bejárási stratégia mellett ugyanazt a vázközelítést
állítják el®. Az ilyen vékonyító algoritmusokat bejárás-függetlennek nevezzük.
Az algoritmusok bejárási sorrendt®l való függ®sége arra az alapproblémá-
ra vezethet® vissza, hogy bár bizonyos képelem-konﬁgurációk csupa egyszer¶
képelemekb®l állnak, azok nem alkotnak egyszer¶ halmazt. A szekvenciális
vékonyító eljárás ugyanis az ilyen kritikus konﬁgurációk utolsóként meglátoga-
tott, nem-egyszer¶vé vált képelemeit már nem törölheti a topológia-meg®rzés
elvárása miatt.
Bejárás-független eljárásokat el®ször Ranwez és Soille, majd Iwanowski
és Soille javasoltak 2D képekre [19, 72]. Ezek az említett kritikus képelem-
konﬁgurációk detektálásával és az elemeik megtartásával biztosítják a bejárás-
függetlenséget. Hátrányuk azonban, hogy nem alkalmaznak geometriai kény-
szerfeltételeket, így önmagukban csupán olyan zsugorító eljárásként funkcio-
nálnak. Alakmeg®rz® vékonyításra csak úgy alkalmazhatóak, ha egy el®feldol-
gozó lépésben kijelölünk bizonyos horgonypontokat az objektumokon, amelyek
nem törölhet®k.
Kutatásom els® eredményeként [22]-ben javasoltunk egy olyan 2D bejá-
rásfüggetlen szekvenciális algoritmust, amely egy beépített végpixelfeltételnek
köszönhet®en nem igényel az el®z® eljárásoknál említett el®feldolgozó lépést.
Az algoritmus az egyszer¶ képelemek osztályozásán alapul: az els® fázisban
3 × 3-as környezetük alapján négy csoportba sorolja a megjelölt egyszer¶ ha-
tárpixeleket. Ily módon összehasonlítva azokat egyértelm¶en dönthetünk arról,
hogy a bejárás-függetlenség szempontjából kritikus pixelkonﬁgurációk mely pi-
xelét/pixeleit töröljük, és melyiket ®rizzük meg. Ezáltal vékonyabb, kevesebb
67
68 6. FEJEZET. BEJÁRÁS-FÜGGETLEN SZEKV. VÉKONYÍTÁS
objektumpontot tartalmazó vázszer¶ jellemz®ket kapunk, mint a [72]-ben és
a [19]-ben közölt eljárásokkal. Algoritmusunknak [21]-ben egy továbbfejlesz-
tett változatát közöltük, mely maximálisan vékonyít, azaz egyetlen olyan
egyszer¶ pixelt sem ®riz meg a képen, ami nem végpixel. Azonban az említett
két algoritmusunk az els® fázisban  a pixelek osztályozásakor  alkalmazott
vizsgálatok miatt nagy mértékben eltér a hagyományos szekvenciális vékonyí-
tó sémától, ezért azok tényleges szekvenciális jellege vitatható. Ezenkívül a
viszonylag sok esetet ellen®rz®, bonyolult törlési feltételeik az implementációt
megnehezítik.
A fejezet további részében el®ször a bejárás-függetlenségre fogalmazok meg
szükséges ill. elegend® feltételeket. Ezt követ®en pedig ezeket a kritériumokat
kielégít® algoritmusainkat mutatom be.
6.1. A bejárás-függetlenség szükséges és elegend®
feltételei
Az eredmények prezentálása el®tt további fogalmak ismertetése szükséges. Az
alábbiakban megadom a bináris képek egyfajta kiterjesztését, valamint ismer-
tetem az törl®maszkokkal megadott szekvenciális algoritmusok sémáját (né-
hány kapcsolódó fogalommal együtt), amelyek bejárás-függetlenségére külön
feltételeket dolgoztam ki.
A bejárás-függetlenség problémáját csak az ortogonális képrácsokkal duális
mozaikokon mintavételezett képekre vizsgáltam. Az n-dimenziós Zn ráccsal
duális mozaikot Cn-nel is jelölöm, vagyis C2 = S és C3 = C.
A vizsgált n-dimenziós mozaikok képelemei között általában n-féle szom-
szédságot vesznek ﬁgyelembe: a Cn mozaik két elemem-szomszédos, ha a duális
rácson legfeljebb m koordinátában térhetnek el egymástól 0 vagy ±1 értékkel
(m = 1, 2, ..., n).
A fejezet további részében a (Cn, n, 1) (n = 2, 3, . . . ) képekre szorítko-
zom és bevezetem a címkézett (Cn, n, 1) képek fogalmát. Egy címkézett kép
a (Cn, n, 1, B,B+) ötössel írható le, melynek els® négy tagja a hagyományos
digitális bináris képeket megadó rendezett négyesnek felel meg, az ötödik tag,
B+ az ún. aktív fekete képelemek halmaza, míg a B \ B+ halmaz az inaktív
fekete képelemeket tartalmazza. Legyen M egy maszk-halmaz, p pedig egy
(Cn, n, 1, B,B+) kép objektumának képeleme. A p-t M-törölhet®nek nevez-
zük, ha valamely M ∈M törl®maszk illeszkedik rá.
A törl®maszkokkal megadott szekvenciális vékonyítás sémáját a 6.1. algo-
ritmus mutatja be. A továbbiakban feltételezzük, hogy V = S.
Egy M törl®maszkot egyértelm¶nek nevezünk, ha annak mindegyik cellája
(.-tól különböz®) fekete vagy fehér szimbólumot tartalmaz, vagyis a maszk
mindegyik pozícióján egyértelm¶en meghatározott szín¶ pixelek szerepelnek.
Adott m × m-es M törl®maszk egyértelm¶ változatán olyan egyértelm¶ M ′
maszkot értünk, amelynek tetsz®leges (x, y) (x, y ∈ {0, 1, . . . , n}) pozícióján
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6.1. algoritmus. ST(M)
1: Input: a (Cn, n, 1, X, ∅) kép és a törl®maszkokM halmaza
2: Output: a (Cn, n, 1, Y, Y +) kép
3: Y = X
4: Y + = ∅
5: repeat
6: // els® fázis: kontúr-követés
7: for all p in Y do
8: if p határpixel then
9: Y + = Y + ∪ {p}
10: // második fázis: redukció
11: modiﬁed=false
12: for all p ∈ Y + do
13: if pM-törölhet® then
14: Y = Y \ {p}
15: modiﬁed=true
16: until modiﬁed=false
lev® pixelek teljesítik az alábbi feltételeket:
• ha az adott cella aktív fekete/inaktív fekete/fehér szimbólumot tartal-
maz, akkor M ′ (x, y) pozícióján lev® cella is aktív fekete/inaktív feke-
te/fehér pixelt jelöl;
• ha az adott cella .-ot tartalmaz, akkorM ′ ugyanezen pozíciójának meg-
felel® cella aktív fekete vagy fehér pixelt jelöl.
LegyenM egy egyértelm¶ törl®maszk. Azt mondjuk, hogy egy P = (S, 2, 1,
B,B+) kép tartalmazzaM -et, ha P-nek van olyan m×m-es régiója, amelynek
középs® pixelére illeszthet® az M maszk. Az M-törölhet®ség fogalmát 2D
képek pixelein kívül 2D törl®maszkok pozicíóira is alkalmazni fogjuk az alábbi
értelmezés szerint: M ∈ M maszk adott (x, y) pozícióján jelölt pixelt M-
törölhet®nek nevezünk, ha megadható olyan P kép, amely tartalmazzaM -et, és
a P képM -mel illeszthet® régiójának (x, y) pozícióján lev® pixelM-törölhet®.
LegyenekM,M ′ olyan maszkok, hogyM ′ azM -t®l csak egy adott pozíción
lev® q pixelben tér el, nevezetsen q határpixelt jelöl az M ′ maszkon, míg
M -en olyan háttérpontként szerepel, amely se nem izolált üregpixel se nem
olyan határpixel 1-szomszédja, amelynek q az egyedüli fehér 1-szomszédja.
Ekkor q-t M és M ′ különbségpixelének, M ′-et pedig az M kontúrb®vített vál-
tozatának nevezzük.
Az alábbi elegend® feltételeket [20]-ban bizonyítottam.
6.1.1. tétel. [20] Az ST(M) algoritmus bejárás-független, ha az alábbi felté-
telek teljesülnek:
1. M tetsz®leges M ∈ M törl®maszkján a középs® pixelen kívül es® fekete
pixelek egyike semM-törölhet®.
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2. Legyen q egy tetsz®leges M ∈ M törl®maszk tetsz®leges M ′ kontúrb®ví-
tettjének és M-nek különbségpixele. Akkor M ′-n q nemM-törölhet®.
Könny¶ belátni, hogy tetsz®leges szekvenciális vékonyító algoritmus tör-
lési feltétele felírható az említett tulajdonságokkal rendelkez® törl®maszkok
segítségével, így ekkor az eredetileg nem törl®maszkokkal megadott vékonyító
algoritmusok bejárás-függetlenségét is ellen®rizhetnénk a 6.1.1. tétel feltétele-
ivel. Ennek a megközelítésnek hátránya, hogy bizonyos algoritmusok esetén a
törlési feltétel átírása az említett módon olyan sok maszkot igényelne, hogy ily
módon a bejárás-függetlenség bizonyítása bonyolulttá válna.
Ezért [29]-ben olyan kritériumokat is javasoltam, amelyek nem szorítkoz-
nak a törl®maszkokkal megadott algoritmusokra, és amelyek egyben szükséges
és elegend® feltételek is. Ezen összefüggések megfogalmazásához egy újabb
fogalmat kell bevezetni.
6.1.1. deﬁníció. [29] Legyen ST egy szekvenciális vékonyító algoritmus, ST ∗
pedig egy párhuzamos vékonyító algoritmus, amelynek második fázisa ugyan-
azt a törlési feltételt tartalmazza, mint az ST azzal az eltéréssel, hogy ST ∗ a
feltételnek megfelel® objektumpontokat egyszerre törli. ST ∗ algoritmust az ST
párhuzamos változatának nevezzük.
6.1.2. tétel. [29] Legyen ST egy szekvenciális vékonyító algoritmus, és legyen
ST ∗ az ST párhuzamos változata. Tekintsük ST és ST ∗ adott iterációs lépését,
továbbá legyen P = (Cn, n, 1, B) egy tetsz®leges kép (n = 2, 3), és legyen D ⊆ B
az ST ∗ által a bemeneti P képen a vizsgált iterációban törölt pontok halmaza.
ST bejárás-független akkor és csak akkor ha bármely p ∈ B pontra az alábbi
feltételek valamelyike teljesül:
1. p ∈ D, és bármely Q ⊆ D\{p} halmazra ST ∗ a p pontot törli a bemeneti
(Cn, n, 1, B \Q) képen, vagy
2. p /∈ D, és bármely Q ⊆ D \ {p} halmzra ST ∗ nem törli p-t a bemeneti
(Cn, n, 1, B \Q) képen.
6.2. Bejárás-független szekvenciális vékonyító al-
goritmusok
Az alfejezetben bemutatott algoritmusok az alábbi (végelemek ill. sz¶kületi
pontok meg®rzésén alapuló) geometriai kényszerfeltételeket alkalmazzák.
6.2.1. deﬁníció. A p ∈ B képelem a (Cn, n, 1, B,B+) képen enj -végelem,
ha az NC
n
j (p) halmaz nem tartalmaz inaktív fekete képelemet N
Cn
j (p) (j ∈
{1, 2, . . . , n}).
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6.2.2. deﬁníció. [3] A p határpixel a (S, 2, 1, B) képen I2C sz¶kületi pont, ha
az N∗S2 (p) ∩ B halmaz egynél több 2-komponenset tartalmaz (vagyis az 1.2.1.
tétel 2. feltétele sérül).
6.2.3. deﬁníció. [3] A p határvoxel a (C, 3, 1, B) képen I3C sz¶kületi pont, ha
az N∗C3 (p) ∩ B halmaz egynél több 3-komponenset tartalmaz (vagyis az 1.2.2.
tétel 1. feltétele nem teljesül).
6.2.4. deﬁníció. [3] A p határvoxel a (C, 3, 1, B) képen I3S sz¶kületi pont, ha
p nem egyszer¶ voxel (vagyis az 1.2.2. tétel 1. vagy 3. feltétele nem teljesül).
6.2.1. Algoritmusok törl®maszkokkal adott törlési feltéte-
lekkel
El®ször a [20]-ban javasoltM1,M2 maszk-halmazokat ismertetem.
A 6.1. ábrán látható Ma−Ml 5× 5ös törl®maszkokon a • és  elemek
egy-egy aktív fekete pixelt, míg a F jelölés¶ elemek inaktív fekete pontokat
jelölnek. A fehér maszk-elemek fehér pontokra utalnak.
A M1 és M2 maszk-halmazt a 6.1. ábrán bemutatott maszkok alapján
határozzuk meg. Legyen M1x = Mx, M
2
y = My (x ∈ {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j},
y ∈ {a, b, c, d, e, f, g, h, k, l}) azzal a megkötéssel, hogy a  jelölés¶ pixelek
az M2y maszkokon don't care-nek számítanak, míg, az M
1
x maszkokon aktív
fekete pixelek vagy fehér pixelek. Ezek alapján bevezetjük a
M1base =
{





M2y | y ∈ {a, b, c, d, e, f, g, h, k, l}
}
halmazokat. Végül a javasolt M1, M2 halmazok a M1base,M2base elemeit
(lásd a 6.1. ábra), valamint azok k · 90 fokos elforgatottjait és tükrözöttjeit
(k ∈ {1, 2, 3}). A M1x ill. M1y jelölésekkel a M1x ill. M2y maszkok és említett
elforgatottjainak valamint tükrözöttjeinek halmazaira utalunk.
[20]-ban bizonyítottam azt, hogy az említett maszkokkal megadott
ST(M1) és ST(M2) algoritmusok teljesítik a 6.1.1. tétel feltételeit, tehát
ST(M1) és ST(M2) bejárás-függetlenek.
6.2.2. További algoritmusok
Következzen néhány olyan szekvenciális eljárás, amelyek a képelemek törölhe-
t®ségér®l törl®maszkok helyett formális feltételek alapján döntenek.
Els®ként a tetsz®leges n-dimenziójú (Cn, n, 1) képekre használható ST-en1
eljárást tárgyalom [25], melynek elnevezése arra utal, hogy az algoritmus az
en1 -végelemeket ®rzi meg. Az eljárás, melyet a 6.2. algoritmus ír le, 2D objektu-
mok középvonalának ill. 3D objektumok középfelszínének kinyerésére alkalmas.
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6.1. ábra. A M1base és M2base illeszt®minta-halmazok. Jelölések: minden •
és  jelölés¶ pozíció egy-egy aktív fekete pontnak felel meg; a F szim-
bólummal ellátott pozíciók egy-egy inaktív fekete pontot jelölnek; a ◦, ,
és 4 jelölés¶ pozíciók háttérpontokra utalnak; a . jelölés¶ cellák helyén
aktív fekete pont vagy fehér pont szerepelhet; az üres cellák ún. don't care
pontokat szimbolizálnak, amelyek helyén akár (aktív vagy inaktív) fekete pont,
akár fehér pont is szerepelhet; a  szimbólumokat .-nak kell tekinteniM1
halmaz maszkjain, és don't care pontként kell értelmezniM2 maszkjain.
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6.2. algoritmus. ST-en1
1: Input: a (Cn, n, 1, X, ∅) kép
2: Output:a (Cn, n, 1, Y, Y +) kép
3: Y = X
4: repeat
5: // els® fázis: kontúr-követés
6: Y + = ∅
7: for all p ∈ Y do
8: if p egyszer¶ és nem en1 -végelem then
9: Y + = Y + ∪ {p}
10: // második fázis: redukció
11: modiﬁed = false
12: for all p ∈ Y + do
13: deletable = true
14: for all ∆ ⊆ N∗Cnn (p) ∩ Y + do
15: if p nem egyszer¶ a (Cn, n, 1, Y \∆, Y + \∆) képen then
16: deletable = false
17: break
18: if deletable = true then
19: Y + = Y + \ {p}
20: Y = Y \ {p}
21: modiﬁed = true
22: until modiﬁed = false
Az algoritmus m¶ködése a következ®képpen foglalható össze. Az els® fá-
zisban az egyszer¶ határelemeket felvesszük az aktív képelemek halmazába.
A második fázisban az algoritmus újra meglátogatja az aktív képelemeket, és
megvizsgálja, hogy az aktuális p képelem kielégíti-e a törlési feltételeket. Ve-
gyük észre, hogy nincs meghatározva ezen képelemek meglátogatási sorrendje.
Az NC
n
n (p)-beli törölhet® (vagyis az adott iteráció els® fázisában egyszer¶)
fekete képelemeket az N∗n(p)∩Y + halmaz tartalmazza. Ezen utóbbi halmaz va-
lamennyi részhalmazának vizsgálatával ellen®rizzük az összes olyan lehetséges
szituációt, amely akkor léphet fel, ha az algoritmus p el®tt meglátogat néhány
NC
n
n (p)-beli képelemet. Másképp fogalmazva, megvizsgáljuk, hogy p egyszer¶
képelem maradna-e akkor, ha néhány törölhet® n-szomszédját fehérre színez-
nénk. Ha ezen lehetséges szituációk bármelyikénél p egyszer¶sége megsz¶nne,
akkor a p törlésével esetleg sérülhet a bejárás-függetlenség. Ha azonban p min-
den vizsgált esetben egyszer¶ képelem marad, akkor p biztonságosan törölhet®.
Az algoritmus megáll, ha nincs több törölhet® képelem.
A végelemeket megtartó ST-en1 eljárással szemben az ST-I2C , ST-I3S, és
ST-I3C algoritmusok a sz¶kületi pontok meg®rzésén alapulnak, amelyek rendre
2D középvonal, 3D középfelszín ill. 3D középvonal el®állítására alkalmasak. A
három sz¶kületi pontok összegy¶jtésén alapuló eljárást a 6.3.-6.5. algoritmusok
adják meg, amelyek csupán az els® fázisukban térnek el ST-en1 -t®l: a sz¶kületi
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(a)
(b)
6.2. ábra. Objektumok az ST-I3C algoritmus elemzéséhez (méretük 7 × 7 × 1
(a) és 7× 7× 2 (b).)
pontok feljegyzéséhez egy további, I halmazt használnak, melynek elemei a
kés®bbi iterációk során ﬁgyelmen kívül maradnak a határelemek kigy¶jtésénél,
azaz biztosan vázpontok lesznek a kimeneti képen.
Ezenkívül az ST-I3C algoritmus az els® fázisban egy további vizsgálatot is
végez az el®z® kett®h®z képest, ami részletesebb magyarázatra szorul. Tekint-
sünk két lapos 3D objektumot: egy m × m × 1-es és egy m × m × 2-es
vízszintes téglatestet (m > 2, lásd a 6.2. ábrán az m = 7 eset objektumait).
Nyilvánvaló, hogy az els® objektumon csak a határvoxelek egyszer¶ek, azon-
ban mivel a többi voxel nem sz¶kületi pont, az algoritmus minden iterációban
törli az aktuális széls® voxeleket, míg egy, a C mozaik egy 2× 2× 1-es régiója
által tartalmazott objektum keletkezik a kimeneti képen. Másrészt könnyen
látható, hogy a második objektum csak egyszer¶ voxeleket tartalmaz. Így ha
ezen voxelek mindegyikével b®vítenénk a C halmazt, akkor a második fázis-
ban egyiküket sem lehetne törölni, mivel egy adott p ∈ C voxel izolált voxel
lenne a fekete szomszédainak törlése után, vagyis p nem elégítené ki a máso-
dik fázis törlési feltételét. Emiatt a második objektum egyetlen voxelét sem
lehetne törölni, azaz ilyen esetekben nem juthatunk középvonalhoz. A 6.2.4.
deﬁnícióból következik, hogy egy az utóbbi objektum által tartalmazott p ob-
jektumvoxelnek van olyan q egyszer¶ 1-szomszédja, hogy p egy I3S sz¶kületi
ponttá válna q törlése után. Hogy ezt az anomáliát kiküszöböljük, adott p
egyszer¶ voxelre az els® fázisban egy további olyan Q halmazt is bevezetünk,
amelybe felvesszük a kritikus 1-szomszédokat. Könny¶ belátni, hogy Q = ∅
esetben p-nek egy ilyen két-voxel vastag objektum határán kell elhelyezkednie,
és p ekkor törlésre kerül.
Mivel a bemutatott négy algoritmus mindegyike csak egyszer¶ képelemeket
töröl, így deﬁníció szerint topológia-meg®rz®k. Bejárás-függetlenségük [25]-ben
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6.3. algoritmus. ST-I2C
Input: a (S, 2, 1, X, ∅) kép




// els® fázis: kontúr-követés
Y + = ∅
for all p ∈ Y \ I do
if p egyszer¶ pixel az Y képen then
Y + = Y + ∪ {p}
else if p egy I2C sz¶kületi pont az Y halmazon then
I = I ∪ {p}
// második fázis: redukció
modiﬁed = false
for all p ∈ Y + do
deletable = true
for all ∆ ⊆ N∗S2 (p) ∩ Y + do
if p nem egyszer¶ a (S, 2, 1, Y \∆, Y + \∆) képen then
deletable = false
break
if deletable = true then
Y + = Y + \ {p}
Y = Y \ {p}
modiﬁed = true
until modiﬁed = false
ill. [27]-ben ismertetett bizonyítása nem támaszkodik az el®bbi alfejezetben
bemutatott feltételekre. Az alábbiakban megadok egy olyan, az említettekt®l
eltér® bizonyítást, amely a 6.1.2. tételt alkalmazza.
6.2.1. tétel. [25, 27] Az ST-en1 , ST-I2C, ST-I3S és ST-I3C algoritmusok bejá-
rás-függetlenek.
Bizonyítás. Elegend® megmutatni, hogy az algoritmusokra teljesülnek a 6.1.2.
tétel feltételei. Mivel ezen eljárások mindegyike lényegében ugyanazon törlési
feltételen alapul, csak az els® fázisban térnek el, így a bizonyítás bármelyik-
re hasonlóan végezhet®. A továbbiakban az ST-α jelöléssel utalunk a négy
algoritmus valamelyikére (α ∈ {en1 , I2C , I3S, I3C}).
Vezessük be az ST = ST-α jelölést, és legyen ST ∗ az ST párhuzamos
változata, D pedig az adott iterációban ST ∗ által törölt képelemek halmaza.
A bizonyítást indirekten végezzük, azaz tegyük fel, hogy van olyan p ∈ B
képelem, amelyre a 6.1.2. tétel egyik feltétele sem teljesül.
El®ször vizsgáljuk a p ∈ D esetet. Ekkor csak az 1. feltétel jöhet szóba, és a
feltevésünk szerint létezik olyan Q ⊆ D, melyre p nem egyszer¶ a (Cn, n, 1, B \
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6.4. algoritmus. ST-I3S
Input: a (C, 3, 1, X, ∅) kép




// els® fázis: kontúr-követés
Y + = ∅
for all p ∈ Y \ I do
if p egyszer¶ voxel az Y halmazon then
Y + = Y + ∪ {p}
else if p egy I3S sz¶kületi pont az Y halmazon then
I = I ∪ {p}
// második fázis: redukció
modiﬁed = false
for all p ∈ Y + do
deletable = true
for all ∆ ⊆ N∗C3 (p) ∩ Y + do
if p nem egyszer¶ voxel a (C, 3, 1, Y \∆, Y + \∆) képen then
deletable = false
break
if deletable = true then
Y + = Y + \ {p}
Y = Y \ {p}
modiﬁed = true
until modiﬁed = false
Q) képen. Legyen ∆ ⊆ N∗Cnn (p)∩ Y + az a legb®vebb halmaz, amelyre ∆ ⊆ Q.
A p képelem egyszer¶sége az 1.2.1. megjegyzés szerint csak N∗C
n
n (p) halmaz
képelemeit®l függ, ezért biztos, hogy p egyszer¶ a (Cn, n, 1, B \ (Q\∆)) képen.
Ezenkívül az algoritmus törlési feltételét tekintve p ∈ D-b®l következik, hogy
bármely ∆ ⊆ N∗Cnn (p) ∩ Y + halmazra p egyszer¶ a (Cn, n, 1, B \ ∆) képen.
Az el®bbi összefüggések alapján könnyen belátható, hogy p egyszer¶ kell, hogy
legyen a (Cn, n, 1, B\Q) képen is, ami ellentmond a feltevésünknek. Ha p 6= D,
akkor csak a 2. feltétel jöhet szóba, és a feltevés szerint van olyan Q ⊆ D,
melyre p egyszer¶ a (Cn, n, 1, B \ Q) képen. E két összefüggésb®l az el®z®
esethez hasonló gondolatmenettel jutunk ellentmondásra.
6.3. Eredmények
A bemutatott bejárás-független algoritmusokkal el®állított középvonalak két
2D tesztképre a 6.3. és 6.4. ábrákon láthatók, míg két 3D tesztképre a 6.5.
és 6.6. ábrák mutatnak be 3D középfelszíneket és középvonalakat. A 6.5(a)
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6.5. algoritmus. ST-I3C
Input: a (C, 3, 1, X, ∅) kép




// els® fázis: kontúr-követés
Y + = ∅
for all p ∈ Y \ I do
Q = { q | q ∈ N∗C1 (p) ∩ Y , q egyszer¶ voxel és
p egy I3S sz¶kületi pont az Y \ {q} halmazon }
if p egyszer¶ voxel az Y halmazon és Q = ∅ then
Y + = Y + ∪ {p}
else if p egy I3C sz¶kületi pont az Y halmazon then
I = I ∪ {p}
// második fázis: redukció
modiﬁed = false
for all p ∈ Y + do
deletable = true
for all ∆ ⊆ N∗S3 (p) ∩ Y + do
if p nem egyszer¶ voxel a (C, 3, 1, Y \∆, Y + \∆) képen then
deletable = false
break
if deletable = true then
Y + = Y + \ {p}
Y = Y \ {p}
modiﬁed = true
until modiﬁed = false
és a 6.6(a) ábrák alatt zárójelben feltüntetett számok a bemeneti kép fekete
képelemeinek számát, a többi ábrán pedig a vázszer¶ jellemz®k objektumpont-
jainak számát jelzik.
A teszteredmények alapján az alábbi megállapításokra jutottunk:
• Az ST(M1) és ST(M2) algoritmusok el®állított középvonalak kevesebb
két-pixel vastag szegmenset tartalmaznak, mint az ST-e21 és ST-I2C eljá-
rásokkal kapott középvonalak.
• Az ST(M1) algoritmus általában kevesebb vázágat generál, mint az
ST(M2). Továbbá hasonlóan az ST-I2C eljárás az ST-e21-hez képest álta-
lában kevesebb vázágat, míg az ST-I3S eljárás az ST-e21-hez képest rend-
szerint kevesebb vonal- ill felszín-szegmenst generál.
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6.4. Összefoglalás és távlati célok
Ebben a fejezetben a bejárás-független szekvenciális vékonyítással kapcsolatos,
kutatásaim eredményeit foglalta össze, amelyek a dolgozatom 3. tézispontjához
tartoznak.
A 6.1. alfejezetben megadtam néhány szükséges és elegend® feltételt, ame-
lyek segítségével megállapítható a szekvenciális algoritmusok bejárás-függet-
lensége. Ezek között egyrészt olyan speciális algoritmusokra vonatkozó kritéri-
umokat javasoltam, amelyek a képelemek törölhet®ségét törl®maszkokkal adják
meg. Másrészt bizonyítottam olyan feltételeket is, amelyek általánosan alkal-
mazhatóak tetsz®leges szekvenciális vékonyító eljárásra; ezek a szekvenciális
algoritmusok párhuzamos változataival történ® összehasonlításon alapulnak.
A 6.2. alfejezetben ismertettem néhány konkrét bejárás-független algorit-
must f®ként (S, 2, 1) és (C, 3, 1) képekre. Közülük kett® törl®maszkokkal adott
(mindegyikük (S, 2, 1) képeket vékonyít), négy pedig az el®z®eknél bonyolul-
tabb szabályt alkalmaz a képelemek törölhet®ségére, melyek közül az egyik
tetsz®leges n-dimenziós (Cn, n, 1) képre, a másik csak (S, 2, 1) képekre, a többi
pedig (C, 3, 1) képekre alkalmazható. A négy utóbbi algoritmus törlési sza-
bálya hasonló elven alapul: a p határelem akkor és csak akkor törölhet®, ha
egyrészt megfelel bizonyos geometriai kényszerfeltételnek, másrészt egyszer¶
marad minden olyan esetben, amikor a p ugyanezen kényszerfeltételnek eleget
tev® egyszer¶ 2- ill. 3-szomszédai közül törölnénk néhányat. Ezen algoritmusok
f®ként az általuk alkalmazott geometriai kényszerfeltételekben különböznek.
Eredményeink két folyóiratcikkben [20,22] és négy nemzetközi konferencia
kiadványában [21,25,27,29] jelentek meg.
További célunk a bejárás-függetlenséghez hasonló problémák vizsgálata és
megoldása párhuzamos irány- és almez®-alapú algoritmusokra. Ezen véko-
nyító stratégiákkal kapott vázközelítések rendszerint függenek az aliterációk
sorrendjének megválasztásától. Kérdéses tehát, hogy milyen módon adható-
ak meg olyan irány- és almez®-alapú eljárások, amelyek az aliterációkra nézve
sorrend-függetlenek.
Foglalkozni kívánunk azzal az érdekes problémával is, hogy hogyan kell
átalakítanunk egy szekvenciális algoritmus törlési feltételét úgy, hogy az ere-
detivel ekvivalens párhuzamos változathoz jussunk.
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(a) ST(M1) (2 243) (b) ST(M2) (2 780)
(c) ST-e21 (2 830) (d) ST-I2C (2 894)
6.3. ábra. Egy 612×467 méret¶, 179 293 objektumpontot tartalmazó tesztkép,
amelyre rávetítettük a négy javasolt 2D bejárásfüggetlen algoritmus eredmé-
nyét.
(a) ST(M1) (2 395) (b) ST(M2) (2 972)
(c) ST-e21(3 072) (d) ST-I2C (2 894)
6.4. ábra. Egy 552×607 méret¶, 108 615 objektumpontot tartalmazó tesztkép,
amelyre rávetítettük a négy javasolt 2D bejárásfüggetlen algoritmus eredmé-
nyeit.
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(a) eredeti kép (656 424) (b) ST-e31 (74 565)
(c) ST-I3S (74 122) (d) ST-I3C (2 320)
6.5. ábra. Egy 217 × 304 × 98 méret¶ kép (a), az ST-e31 (b) és ST-I3S (c)
algoritmusok által generált középfelszínek, és az ST-I3C algoritmus (d) által
el®állított középvonal.
(a) eredeti kép (273 743) (b) ST-e31 (28 211)
(c) ST-I3S (12 512) (d) ST-I3C (2 810)
6.6. ábra. Egy 102 × 381 × 255 méret¶ tesztkép (a), az ST-e31 (b) és ST-I3S
(c) algoritmusok által generált középfelszínek, és az ST-I3C algoritmus (d) által
el®állított középvonal.
Összegzés
A digitális topológia központi problémája annak eldöntése, hogy a bináris
képm¶veletek meg®rzik-e a topológiát. Korábban f®ként az ortogonális kép-
rácsokkal duális mozaikokon mintavételezett képek redukcióinak topológia-
meg®rzésére javasoltak elegend® feltételeket. Ezek legfontosabb alkalmazási
területe a vékonyító algoritmusok topológiai korrektségének igazolása, ame-
lyekkel bináris objektumok vázszer¶ jellemz®it nyerjük ki. Dolgozatomban a
digitális topológia és a vékonyítás néhány fontos és megoldatlan kérdésével
kapcsolatos kutatásom eredményét foglaltam össze.
A dolgozat els® tézispontjában megadtam a háromszög-, a négyzet-, és a
hatszög-mozaikon a topológia-meg®rzés szempontjából kulcsfontosságú egysze-
r¶ pixeleknek kétféle jellemzését. Valamennyi tárgyalt 2D mozaiktípus esetén
megállapítható, hogy egy pixel egyszer¶sége lokálisan ellen®rizhet®.
Ezenkívül ismerettem a három- és a hatszög-mozaikokon értelmezett reduk-
ciók topológia-meg®rzésének néhány (szimmetrikus és aszimmetrikus) elegend®
feltételét is. A mozaikok közötti analógiákra alapozva olyan általános alakban
is megadtam a tárgyalt elegend® feltételeket, amelyek mindhárom szabályos
mozaikra érvényesek.
Ezenkívül beláttam egy, az addíciók és a redukciók között fennálló dualitási
tételt. Ennek segítségével könnyen megkonstruálhatók valamennyi 2D és 3D
szabályos mozaikon értelmezett addíciók topológiai korrektségének elegend®
feltételei. Így e tétel alapján általános elegend® feltételeket adtam a topológia-
meg®rz® addíciókra is.
Kidolgoztam továbbá olyan hexagonális és trianguláris algoritmusokat, ame-
lyek törlési feltételei az egyedi pixelek törölhet®ségére vonatkozó feltételekb®l
származtatottak, így a topológia-meg®rzésük garantált. Ezekben a három ha-
gyományos vékonyító stratégiát (teljesen párhuzamos, irány-alapú és almez®-
alapú) kombináltam bizonyos geometria kényszerfeltételekkel. Az irány- és
almez®-alapú algoritmusok szimmetrikus és aszimmetrikus változatai  a tör-
lési feltételek hasonlósága miatt csak a zsugorító eljárásokra mutatnak elté-
rést. Ekkor azonban csak az aszimmetrikus változatok garantálják azt, hogy az
objektumokat egy-egy izolált pixellé zsugorítsák, vagyis valóban a topológiai
magot kapjuk.
A második tézispontban bemutattam egy 3D kontúrsimító algoritmust
(C, 3, 1) képekre. A bizonyítottan topológia-meg®rz® simító eljárás, mely a
törölhet® pontokat 3 × 3 × 3as maszkokkal vizsgálja, számos 1- és 2 pont-
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ból álló kontúrzajt képes eltávolítani. Simító algoritmusunkat a hagyományos
vékonyító eljárásokkal kombináltuk abból a célból, hogy csökkentsük a véko-
nyító algoritmusok által produkált nemkívánatos szegmensek számát. A java-
solt séma iterációs lépései egy simító és egy vékonyító fázisból állnak. Ekép-
pen implementáltuk számos konvencionális vékonyító algoritmusnak a javasolt
kontúrsimító eljárással kombinált változatát, és számos képen teszteltük az új
vékonyító séma hatékonyságát. Az eredmények egyértelm¶en alátámasztják
azt, hogy a javasolt módszerrel jelent®sen kevesebb nemkívánatos felszín- ill.
vonal-szegmenst tartalmazó vázszer¶ jellemz®khöz jutunk.
A dolgozat harmadik tézispontjában a szekvenciális vékonyító algoritmu-
sok bejárás-függetlenségének problémáját tárgyaltam. A téma vizsgálatát az
indokolja, hogy a szekvenciális eljárások általában érzékenyek a határpontok
bejárási sorrendjére, és bár korábban már javasoltak bejárás-független algorit-
musokat, azok vagy jelent®sen eltérnek a hagyományos szekvenciális vékonyító
sémától, és csak a vonalvégpontok el®zetes kijelölésével alkalmasak középvo-
nalak meghatározására, és még a topológiai magot sem garantálják.
A tézisponthoz tartozó els® eredményként megadtam olyan szükséges és
elegend® feltételeket, amelyekkel ellen®rizhet® a szekvenciális algoritmusok
bejárás-függetlensége. Mivel számos vékonyító algoritmus törlési feltételei tör-
l®maszkokkal adottak, ezért az elegend®ségre az említett kritériumoknak olyan
változatát is kidolgoztam, amelyek kimondottan ezekre az algoritmusokra ér-
vényesek.
A harmadik tézispont további eredményeként hat szekvenciális algoritmust
ismertettem, amelyek bejárás-függetlenségét a tézispont els® részében meg-
adott kritériumok segítségével bizonyítottam. Az els® kett® algoritmus törl®-
maszkokkal, a további négy pedig speciális törlési szabályokkal dolgozik. Ezen
utóbbi algoritmusok a következ® stratégiát követik: az adott geometriai kény-
szerfeltételnek eleget tev® p határpontot pontosan akkor min®sítjük törölhet®-
nek, ha az egyszer¶ maradna minden olyan szituációban, amikor a p ugyanezen
kényszerfeltételnek eleget tev® egyszer¶ 2- ill. 3-szomszédai közül törölnénk
néhányat. A négy algoritmus közül az egyik egy beépített végpont-feltétellel,
három pedig sz¶kületi pontok meghatározásával képes a topológiai magtól kü-
lönböz® vázszer¶ jellemz®k el®állítására. Az els® sz¶kületi pontokat gy¶jt®
algoritmussal megoldottuk a bejárás-függetlenség problémáját tetsz®leges di-
menzióra, azonban a 3D változata csak középfelszínt tud generálni. A sz¶kületi
pontok megtartásán alapuló további három eljárás rendre 2D középvonal, 3D
középfelszín ill. 3D középvonal kinyerésére alkalmas.
Summary
Digital topology deals with the topological properties of binary digital pictu-
res. Its widely investigated issue is topology preservation. Earlier studies in
this topic mainly concerned with suﬃcient conditions for topology preserving
reductions on orthogonal grids. They are applied for ensuring topological cor-
rectness of thinning algorithms which produce skeleton-like shape features of
binary objects. In my thesis I summarized the results of my research in some
relevant and unsolved issues of digital topology and thinning.
The ﬁrst key point of my thesis deals mainly with the topological characteri-
zation of pictures sampled on hexagonal and triangular grids. For these grids,
ﬁrst I gave two possible characterizations of so-called simple points, which
play a key role in topology preservation. Then I proposed some (symmetric
and asymmetric) suﬃcient conditions for topology preservation. Asymmetric
conditions make also possible the deletion of some points in non simple sets,
and they require less investigation to determine the topology. The conditions
were also given in a generic form so that they hold for all the three regular
2D grids. I also discussed the suﬃciency of topology preservation for addi-
tions. As a ﬁrst step, I introduced a duality relationship between reductions
and additions. Then, using this relationship, I deduced some general suﬃcient
conditions on additions from the mentioned conditions on reductions.
Furthermore, I gave some hexagonal and triangular parallel thinning algo-
rithms, which combine the three parallel thinning strategies (i.e., fully parallel,
directional and subﬁeld-based) with some geometric constraints. Some of these
can produce topological kernels, and the remaining ones generate their cen-
terline, and among them there are both asymmetric and symmetric versions.
The topological correctness of the proposed algorithms are guaranteed by the
new conditions for topology preservation.
The central issue of the second key point of my thesis is to reduce the num-
ber of the unwanted skeletal segments produced by 3D thinning algorithms.
The drawback of the conventional pruning process, which is a possible pre-
processing step of skeletonization, is that it preserves the distortions caused
by the unwanted skeletal segments. Hence we considered an another approach
which is based on the smoothing of object contour. However, earlier there have
not been proposed any algorithm capable of smoothing binary pictures that
can be also combined with 3D thinning algorithms.
In this key point of the thesis I introduced a contour smoothing algo-
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rithm which can remove numerous salient voxels from the contour of objects
in (C, 3, 1) pictures. The algorithms is composed of two reductions whose to-
pological correctness is proven. Deletable points of these operators are given
by 3× 3× 3 matching templates.
We combined our contour smoothing algorithm with the existing thinning
algorithms in a way that in an iteration step, a thinning phase is followed by
a smoothing phase. I also showed an eﬃcient implementation which can be
applied for the algorithms based on the new scheme. We compared for several
test images the results of some thinning algorithms with their new versions
that is combined with smoothing.
The topic of the third key point is the order independency of sequential
thinning algorithms. The reason for detailed discussion of this topics can be
explained by the fact that sequential thinning algorithms are sensitive to the
visiting order of border points. Although some order-independent algorithms
had been already proposed, they either signiﬁcantly diﬀer from the conventio-
nal sequential thinning scheme, or they in themselves are shrinking algorithms.
As the ﬁrst result in this key point, I gave some general necessary and
suﬃcient conditions for order independency. As many of the thinning algo-
rithms are template-based, I also showed some suﬃcient conditions for such
algorithms.
Furthermore, I also introduced six order-independent sequential thinning
algorithms. The ﬁrst two of them is template-based, the other four apply spe-
cial deleting conditions. Those algorithms are based on the following strategy.
We examine whether a simple point p satisfying a geometric constraint would
be still simple if we would change some of its deletable black neighbors to
white points. If this holds for every possible situations then p is considered
as deletable. Among the latter four algorithms, one deﬁnes the geometric
constraint with an endpoint characterization, and the other three use isthmus
preservation for that purpose. The endpoint-based variants can be applied
for pictures of arbitrary dimensions, however, its 3D version only can produce
medial surfaces. The three isthmus-based algorithms are capable of producing
2D centerlines, 3D medial surfaces, and 3D centerlines.
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